1. Soit p un nombre premier et a un nombre entier, supérieur a 2, non divisible par p.
Considérons la suite (S) des multiplesdea:a,2a,34a,...(p-1)a.

a. Montrez que les nombres 1, 2, ... p— 1 sont premiers avec p.

b. Soit k un entier tel que 1 <k <p - 1. Montrez par I’absurde, que le reste r de la division de k a par p est non nul.
En utilisant les congruences, on peut alors écrire k a = ry [p]

c. Montrez que les restes obtenus sont deux a deux distincts.
Déduisez-en que I’ensemble R des restes possibles est {1;2; 3;...; p—1 }; quel est leur produit ?

d. En choisissant a = 8 et p = 5, vérifiez les résultats ci-dessus.

2.a. En utilisant la compatibilité de la multiplication avec les congruences modulo p, montrez que: (p—1)'!a?™* - (p-1)!=0{p]
b Déduisez-en que: (p—1)!(aP ! -1) estdivisible par p.

c Montrez que p et (p—1) ! sont premiers entre eux. Déduisez-en que p divisea® ' - 1.

Vous venez de démontrer le résultat suivant ou petit théoréme de Fermat :
Si p est un nombre premier et a un entier non divisible par p alors a?~' — 1 est divisible par p, soit encore a?~* —1=0 [p].

d. Appliquez ce résultat lorsque : p=7eta=10,p=11leta=6

e. En prenant p = 14 et a=4 prouvez que la réciproque de petit théoréme de Fermat est fausse.

3. p est toujours un nombre premier.

a. Montrez que si a n’est pas divisible par p le produit a (a” ! - 1) est divisible par p.

b. Montrez que si a est divisible par p le produita (a”~* - 1) est encore divisible par p.

C. Concluez que : Si p est nombre premier et a un entier quelconque alors a® — a est divisible par p.

d. Appliquez ce résultat lorsquep=7eta=10;p=5eta=15.

4. Application: Les nombres p et g sont deux nombres premiers, a est un nombre entier naturel qui n’est divisible ni par p, ni par g.
On désigne par n le produit p g.

a. Démontrez que 2% * =1 [p]

b. Démontrez que (a 1) '=1[q]

Déduisez en que a‘P~1 (91 = 1[n]

CORRECTION

1.a. pestun nombre premier donc il n’est divisible dans N que par 1 et lui-méme donc il est premier avec tous les nombres qui lui
sont inférieurs. Les nombres 1, 2, ... p — 1 sont premiers avec p.

b. Supposons que le reste de la division de k a par p est nul alors p divise k a or a n’est pas divisible par p donc est premier avec p
donc d’apres le théoreme de Gauss, p divise k. D’aprés la question précédente, les nombres 1, 2, ... p — 1 sont premiers avec p donc p
est premier avec k. L’hypothése est donc fausse, le reste r de la division de k a par p est non nul.

C. Supposons qu’il existe deux entiersk et k’ telsque 1 <k’ <k<p-letka=r[p]etk’ a=r[p].

(k—=k’)a=0 [p] donc p étant premier avec a, p divise k — k’

0<k-k’<p-1orlesnombres 1, 2, ...p -1 sont premiers avec p donc k —k’ = 0. Les restes obtenus sont deux a deux distincts.

La suite (S) des multiplesde a:a, 2a,34a, ... (p—1)acomporte p— 1 termes dont les restes dans la division par p sont distincts et
non nuls, donc il existe p — 1 restes compris entre 1 et p— 1.

Leur produitest1x2x3x ... x(p=1)=(p-1)!

d. Sia=8etp=5kprendlesvaleurs:1;2;3;4

k 1 2 3 4
ka 8 16 24 32
Iy 3 1 4 2

2.a. En utilisant la compatibilité de la multiplication avec les congruences modulo p, montrez que: (p-1)!a® ' (p-1)!=0

[p]

a = ry [p]
2a =T [p]
(p—l)”é = 'r'r;fl [p]

donc en multipliant terme a terme les congruences :
1x2x .. x(p=-1)aP ™ =ryxryx..ry_1[p]
Le produit des restesest 1 x 2x 3 x ... x(p-1)=(p-1)!ldonc(p-1)ta*-(p-1)1=0[p]

b. (p-1)taP'—(p-1)!1=0[p] doncen factorisant: (p—-1)!(aP*-1)=0[p]donc(p-1)!(aP '-1)estdivisible
par p.

C. p est premier avec les nombres entiers compris entre 1 et p — 1 donc avec leur produit donc p et (p—1) ! sont premiers entre
euX.
pet(p-1)!sontpremiersentreeuxet(p-1)!(aP *-1)estdivisible par p donc d’aprés le théoréme de Gauss, p divisea® ' - 1.



d. p=7eta=10,

k 112 |3|4|5]|6
a¥estcongrumodulo7a | 3|2 |6 | 4|51

p=1leta=6

k 112 |3|4|5|6]7|8|]9]|10
a¥estcongrumodulo11a | 6 | 3|7 [ 9|10 |5 |8 |4 |2 1

e. p=1l4eta=4

k 112|3|4|5|6|7|8|9|10| 11|12 13
a¥estcongrumodulo14a | 4 |2 |8 |4 |2 (8|4 |2 (8| 4 2 8 4 |
aP~'=4[p] mais a et p ne sont pas premiers entre eux donc la réciproque de petit théoréme de Fermat est fausse.

3.a. Sian’est pas divisible par p, d’aprés les questions précédentes, p divise a?~* -1 donc le produita (a®~* - 1) est divisible par p.
b. si a est divisible par p, p divise I’un des termes du produita (a” ' - 1) donc p divise le produita (a® ' -1).

c. Dans tous les cas (a divisible par p ou a non divisible par p), si p est nombre premier et a un entier quelconque alorsa (a®*-1)
est divisible par p donc en développant ; a® - a est divisible par p.

d. p=7eta=10;

k 112 |3|4|5|6|7
a* est congrumodulo 7a |3
a“-a 2|0|0|0 |00 (O
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p=5eta=15,
5 divise 15 donc 5 divise 15° donc 5 divise 15° - 15

4, Application :
a. p est un nombre premier et a un entier non divisible par p alors a”~* — 1 est divisible par p, soit encore a® ' —1=0 [p].
(petit théoréme de Fermat appliqué a p et a)

b. q est un nombre premier et a un entier non divisible par g alors a”~* n’est pas divisible par g, donc (a® )% '=1[q]
(petit théoréme de Fermat appliquéageta®™)

aP'-1=0[p]doncaP - =11p]

p et g sont deux nombres premiers distincts qui divisent tous deux a‘® =)@~ _ 1 donc leur produit divise a‘®~*’(?=1) _ 1 donc
(p-1)(q-1) —

a =1[n].



