Amérique du Nord mai 2008

L’espace est rapporté au repere orthonormali—(O]?;,IZ ).

On nomme (S) la surface d’équatioh+y?—z%=1.

Montrer que la surface (S) est symétrique par ref@aoplan X Oy).

On nomme A et B les points de coordonnées respac{®/; 1 ;- 3)et(—1;1; 1).

Déterminer une représentation paramétrique dediéediD) passant par les points A et B.

Démontrer que la droite (D) est incluse dans l&aser(S).

Déterminer la nature de la section de la surfag@#48un plan paralleéle au plan@y).

.a.  On considére la courbe (C), intersection de léaser(S) et du plan d’équatiar 68. Préciser les éléments caractéristiques

de cette courbe.

4.h. M étant un point de (C), on désigne paon abscisse et paison ordonnée.

On se propose de montrer dexiste un seul point M de (C) tel qaeetb soient des entiers naturels vérifiant b et ppcm & ; b) =
a<b

rwopNE

440, c’est-a-dire tels qua ( b) soit solution du systéme (1):a” + b* = 4625
ppcm@ ;b)= 44C
Montrer que sid ; b) est solution de (1) alors pgcal;(b) est égal a 1 ou 5.
Conclure.
Dans cette question, toute trace de recherche, niécoenpléte, ou d'initiative, méme non fructueusera prise en compte dans

I'évaluation.
CORRECTION

1. Dans la symétrie par rapport au plar)y), le point M ; y; 2) est
transformé en le point M’ de coordonnégs, (' ; Z) avecx = x;y =yetz =
-z

doncx’'2+y'2—z"?=x2+y?—z?=1donc M'0 (S)

La surface (S) est symétrique par rapport au play).

2.a. Pour tout M de (D) il existe un réktel que

Xx+1=4k
BM =kBA - { y-1=0
z-1=-4k
une représentation paramétrique de la droite (B¥quat par les points A et B
x=4k-1
estdoncs y=1
z=-4k+1
x=4k-1
b. Pour tout M de coordonnées;(y ; z) de (D) il existe un rédtel ques y=1
z=-4k+1

x2+y?—z%= (4k—1)+ 1 — (— &k + 1)?
or (4k—1)%= (- 4k + 1)*doncx? +y?—z? = 1. Tout point M de (D) appartient a (S)

3. Un plan P paralléle au plar Qy) a pour équatiom = k
Soit M un point du plarz = k, M a pour coordonnéex {y; k), si M O (S)
alorsx?+y? =1 +k?donc l'intersection de la surface avec un plaraise

au plan x Oy) est un cercle de ce plan de cefX(® ; O ;k) de rayon,/1+k?

4.a. Siz=68 alorsx? +y?=69 donc (C) est le cercle du plan d’équati
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d = PGCDG& ; b) donc il existe deux entiers naturglgty premiers entre eux
telsquea=dxetb=dy
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en remplagant dares< b alorsx <y (d > 0)
en remplacant darss” + b? = 4 625 alorsl? (x2 +y?) = 4 625
4 625 = 5 x 37 donad? divise 5° x 37 donc soitl = 1 soitd = 5



Sid = 1,on chercha etb premiers entre eux tels qaé = 440 e? + b? =4 625
o . a? b?=4402

soit a résoudre le systemg :

a’+b*=4625

a?etb?sont solutions de X— 4 625 X + 446=0

4625+ ./ 824 64¢ 4625-,/ 824 64¢
Soit X, = 2 ou X, = 2

B . _ ) _ a’ b?=440°
Ces nombres n’étant pas entiers, il n'existe past@rs naturela etb tels que .
a’+b*=4625
Sid=5,ab=440d doncd?xy = 440d avecd = 5 doncxy = 88
on cherche etb premiers entre eux tels que
xy=88etx*+y?=185
L, . [ x?y?=88?
soit a résoudre le systemg :
x?+y®=185
x? ety? sont solutions de X— 185 X + 88 =0
Soit Xi1=640uX,=81
doncx ety sont des entiers naturels tels gquey doncx =8 ety =9
a=5xetb=5ydonca=40eth =45
Il existe un seul point M de (C) de coordonnéesh] tel quea etb soient des entiers naturels vérifiant b et ppcm & ; b) = 440



