Pour tout entier naturel n, on définit deux entiersaetb en posanta=4n+1letbh=5n+3:

On s’intéresse aux valeurs du PGCD de a et de b en fonction de n.

On s'intéresse aux valeurs du PGCD de a et de b en fonction de n.

1. Conjectures :

a. En utilisant un tableur, émettre une conjecture sur les valeurs possibles de pgcd(a ; b).

b. En observant les résultats obtenus sur le tableur, comment pensez-vous pouvoir caractériser les valeurs de n telles que
pgcd(a; b)=7"7?

2. Démonstrations :

a. Démontrer la conjecture faite en 1.a)
b. En raisonnant par disjonction des cas, déterminer les valeurs de n telles que pgcd(a ; b) = 7.
CORRECTION
1. Conjectures :
a. D’aprés les premiers résultats du tableur, pgcd(a ; b) est égal a 1 ou 7
n 0f1]2 567 ]18]9(10]|11|12|13(14|15|16(17(18]19|20(21|22]|23|24

a=4an+1 |1 /5|9 |13]17|21/25]29)33]37141/45/49 53 |5716165|69/73]77)81)85|89/ 93|97
b=5n+3 |3 | 8 |13]18]23]28)33|38)43]48|53|58]63|68|73|78|83|868) 9398 |103/108|113|118|123
PGCDG@;b)| 1 (2|22 17111 f2)1)2f7(2)2)2f2j2)2|7f(1]212]2]1(1
b. En observant les résultats obtenus sur le tableur, pged(a; b) =7 pourn=7k+5 (k € N)

2.a. -5a+4b=-5(4n+1)+4(5n+3)=-20n-5+20n+12=7donc pgcd(a ; b) divise 7 donc est égal a 1 ou 7.

b. Sipged(a ; b) = 7 il existe deux entiers x et y premiers entre eux telsquea=7xetb =7y

donc-5x7x+4x7y=7s0it—5x+4y=1
Une solution particuliére de cette équationest x=—1ety=-1
{ -5x+4y=1 . .
donc par différence membre a membre -5 (x+1)+4(y+1)=0
—5x(-1)+4x(-1)=1
soit5 (x+1) =4 (y + 1) ; 4 et 5 étant premiers entre eux, d’apres le théoréme de Gauss, 5 divise y + 1 donc il existe un entier relatif k
telquey+1=5k;
enremplagantdans5 (x +1) =4 (y+ 1) alorsx+1=4kdoncx=4k-1lety=5k-1
Vérification: —5x+4y=-5(4k-1)+4 (5k-1)=1donc les solutions de — 5 x + 4y = 1 sont les couples (4 k—1; 5k — 1) avec k

€ 7.

alorsa=7(4k-1)etb=7(5k~-1);aestun entier naturel donc k > 1
a=4n+1=7x(4k-1)doncdn+1=28k—-7donc4dn=28k—-8soitn=7k—2ouencoren=7K +5 (avec K=k—-1)
b=7(5Bk-1)=5n+3donc35k-7=5n+3s0itbn=35k-10doncn=7k—-2ouencoren=7K +5 (avec K=k -1)

pgcd(a;b)=7pourn=7K+5(K e N)

Sin#7K+5 (K e N)alors pged(a ; b) = 1.




