Amérique du sud novembre 2012

Exercice 1 6 points
Partie A
1. Restitution organisée de connaissances

X

L'objet de cette question est de démontrer que lim ¢ i,

X— + 0 X

On suppose connus les résultats suivants :

. La fonction exponentielle est dérivable sur R et est égale a sa fonction dériveée.

. e’=1.

) Pour tout réel x, on ae* > x.

) Soit deux fonctions v et w définies sur I’intervalle [ A ; + o« [, ol A est un réel positif.

Si pour tout x de [ A + oo [ v(x) <w(x) etsi lim v (x)=+oo, alors lim w(x)=+o0.

2

a. Soit ¢ la fonction définie sur [0 ; + oo [ par @(X) =e* - X? .
Montrer que pour toutxde [0 ; + oo [, @(X) > 1.
b. En déduire que lim ¢ i,

X—>+o Y

1. —x

2. Soit f la fonction définie sur [0 ; + oo [ par f (x) = > xe 2.
a. Etudier la limite de la fonction f en + 0.
b. Etudier les variations de la fonction f, puis dresser son tableau de variations sur [0 ; + o [.
Partie B

On fait absorber a un animal un médicament dosé a 1mg de principe actif. Ce médicament libere peu a peu le principe actif qui
passe dans le sang. On appelle g (t) la quantité de principe actif, exprimée en mg, présente dans le sang a I’instant t exprimé en
heures (t > 0).

NI

On constate expérimentalement que la fonction g est solution de I’équation différentielle (E) : y' +% y =%e
1. On considere I’équation différentielle (E’) : y' +% y=0.

1
Déterminer le réel a pour que la fonction u définie par I’équation u (t)=ate 2" soit solution de I’équation (E).
Montrer qu’une fonction v est solution de I’équation (E) si et seulement si, la fonction h = v — u est solution de I’équation

Résoudre I’équation (E”).
En déduire les solutions de I’équation (E).
On donne I’algorithme suivant :

WO O —~oTo QO
§;

Entrée Affecter la valeur 3 a la variable n
Traitement | Tant que f (n) >0,1

Incrémenter la variable n de 1

Fin Tant que

Sortie Afficher la valeur de n

ou f est la fonction étudiée dans la partie A.
a. A I’aide de la question 2. a. de la partie A, expliquer pourquoi il est certain que cet algorithme donne une valeur en sortie.
b. Quelle est la valeur ng de la variable n obtenue a la sortie de I’algorithme ?



Exercice 2 5 points Candidats n’ayant pas suivi I’enseignement de spécialité
Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé (O ; u, v) (unité graphique 2 cm).
On considere les points A, B et C d’affixes respectives
Za=li,zg=2ietzc=1
On considere la transformation f qui & tout point M du plan d’affixe z, distinct de A, associe le point M’ d’affixe z'=$z_
Z—i
On fera une figure que I’on complétera au fur et a mesure.

1. Déterminer I’ensemble des points M d’affixe z tels que z=1z"' (ensemble des points invariants par la transformation f).
2. Déterminer, sous forme algébrique, les affixes des points B' et C', images respectives des points B et C par f .

. - ) e Naa ot =2
3.a. Montrer que, pour tout point M distinct de A, I’affixe z' de M’ vérifie I’égalité : z'—2i=——.

z—i

b. En déduire que si le point M appartient au cercle I" de centre A et de rayon 1, alors son image M' appartient a un cercle
dont on déterminera le centre et le rayon.
c.  Exprimer une mesure de I’angle (u, BM")en fonction d’une mesure de I’angle (u,AM).

On consideére le point D d’affixe z, =§ + gi . Vérifier que D appartient au cercle I
Construire, a la regle et au compas, le point D et son image D ' par f.

4. On note G I’isobarycentre des points O, B et C.

a. Déterminer I’affixe du point G.

b. On admet que I'image G ' du point G a pour affixe zg- =-3—1i.

Le point G’ est-il I’isobarycentre des points O, B'etC "' ?



Exercice 2 5 points Candidats ayant suivi I’enseignement de spécialité
Dans le plan orienté, on considére un rectangle direct ABCD tel que AB=Let AD=1(L>1).
Sur les segments [AB] et [CD], on place respectivement les points F et E tels que AFED soit un carré.
On suppose qu’il existe une similitude directe f de rapport k telle que :
f(A)=B,f(B)=C,f(C)=E.

V5

2

Partie A

. 1
1. En utilisant des rapports de longueurs, montrer que L =

2.a. Déterminer I’angle et le rapport de la similitude f .

On appelle Q le centre de la similitude f .

b. Déterminer I'image par la composée f - f des points Q, A et B.

C. Quelle est la nature de la transformation f o f ? Préciser ses éléments caractéristiques.
d. En déduire que Q est le point d’intersection des droites (AC) et (BE).

3.a. Déterminer I'image de la droite (CD) par la similitude f .

b. En déduire une construction du point E’, image du point E par la similitude f .
Partie B

Le plan est rapporté au repére orthonormé (A ; AF, AD).
On appelle z I’affixe du point M, et z’ I’affixe du point M’, image du point M par f .

\/752_1iz+1+2\/75

2. Déterminer I’image du point D par f.

1. Montrer que z'=



Exercice 3 4 points
A cours d’une séance, un joueur de tennis s’entraine a faire des services.

Pour tout entier naturel non nul, on note R, I’événement « le joueur réussit son n

-ieme

service » et R_ I’événement contraire.

Soit x, la probabilité R, esty, celle de R_n .

La probabilité qu’il réussisse son premier service est égale a 0,7.
On suppose de plus que les deux conditions suivantes sont réalisées :

o si le joueur réussit le n-ieme service, la probabilité qu’il réussisse le suivant vaut 0,8 ;
o si le joueur ne réussit pas le n-ieme service, la probabilité qu’il réussisse le suivant vaut 0,7.
1. On s’intéresse aux deux premiers services de I’entrainement.

Soit X la variable aléatoire égale au nombre services réussis sur ces deux premiers services.
Déterminer la loi de probabilité de X. (On pourra utiliser un arbre de probabilité).
Calculer I’espérance mathématique E(X) de la variable aléatoire X.

On s’intéresse maintenant au cas général.

Donner les probabilités conditionnelles P, (R, ;) et Pe (Rp.t)-

o prTY

Montrer que pour tout entier naturel non nul n, on a:

Xn+1=0,1%x,+0,7.
3. Soit la suite (u,) définie pour tout entier naturel n non nul par ;

Up=9x,-7

Dans ces deux questions, toute trace de recherche, méme incompléte, ou d’initiative non fructueuse, sera prise en compte dans
I’évaluation.
a. Déterminer la nature de la suite (u,).
b. En déduire la limite de la suite (x,,).

Exercice 4 5 points
L’espace est muni d’un repére orthonormé (O;i,j.k).
Soit P le plan d’équation cartésienne 2 x —y + 3z -1 =0 et soit S le point de coordonnées (1 ; 3 ; 5).

Pour chacune des affirmations suivantes, dire si elle est vraie ou fausse, et proposer une démonstration de la réponse indiquée.
Une réponse non justifiée n’est pas prise en compte.

1. Les points d’intersection du plan P avec les trois axes du repere sont les sommets d’un triangle isocéle.
2. La droite 8 ; de représentation paramétrique :
X=1+t
y=5-4t,teR.
z2=2-2t
est incluse dans le plan P ..
3. La droite 8, de représentation paramétrique :
X=—t1
y=7+4t, t eR
z=7+2t
est la droite parallele a la droite & ; passant par le point S.
4. Le projeté orthogonal du point S sur le plan P a pour coordonnées :

(23,3
7'14°14 )

5. Le plan P coupe la sphére de centre S et de rayon 3.



CORRECTION

Exercice 1 6 points

Partie A
1. Restitution organisée de connaissances
a. ¢ est une fonction dérivable sur [0; + o [ et @’(X) =e* - X

Pour tout réel x, onae* > x donc ¢’(x) >0
donc ¢ est strictement croissante sur [0 ; + oo [, donc pour tout x de [ 0 ; + oo [, o(X) = ¢(0) soit ¢(x) > 1.

2 X X

b. Pourtoutxde[O;+oo[,(p(x)21doncex2X?donccommexzo,e—zx,or lim x=+o donc lim =+,
X X—>+®© X—=>+o ¥
1. —x
2. Soit f la fonction définie sur [0 ; + oo [ par f (x) = Exe z,
. 1 . 1 -1 _x
a. SO|tX:Ex,et lim X=+o0 doncExe 2 =Xe ",
1. —x
or lim Xe =0 donc lim =xe 2 =0 donc lim f(x)=0

u(x):lx u'(x):l
b Soit ) 2 .

v(x)=e ? v'(x)=—5e 2

v L0 1o I 1 -«

donc f (x)—Ee —er _Ze (2-x)
La fonction exponentielle est strictement positive sur R donc f ’(x) a le méme signe que 2 — x
X 0 2 + ©
f’(x) + 0 -

f O/E1\O

Partie B
u(t)y=at u'(x)=a

1
1l.a. Soit 1 _%ldoncu'(t)za%(Z—t)e 2

v(t)=e_%l v'(x)=—§e

. . . . . 1 1 .
u est solution de I’équation (E) si et seulement si u'+5u =§e 2" soit pour touttde [0; + oo [:

1 T Lo Sk 1 L 1
a=(2-t)e 2y Zate 2 =Ze ? soitae 2 =_e 2 donca= .
2 2 2 2

N |-

1
pourtouttde[0;+oo[:u(t):%te 2
b. h = v —u est solution de I’équation (E’) < h'+ % h=0
1
& (v—u)'+£(v—u)=0 <:>v'+1v=u'+1u or u'+1u=1e 2
2 2 2 2 2
1

o v'+%v=%e_El & v solution de (E).
1
c. L’équation (E’) est équivalentea y'= —% y donc les solutions de (E”) sont les fonctions de la forme y(t) =C e 2!
L
d. v est solution de (E) © v—usolutionde (E’) ©v-u=Ce 2

1
< pourtouttde[0;+w[:v({t)=C e 2 +u(t)

1
<:>pourtouttde[0;+oo[:v(t):(C+%tje_21



3.a. lim f(x)=0 donc f (x) est aussi petite que voulue (ici 0,1) a condition de prendre n assez grand donc il est certain que

X —>+0

cet algorithme donne une valeur en sortie.

b.
n f(n) Test Algorithme
3 0,3347 f(n)>0,1 | continue
4 0,2707 f(n)>0,1 | continue
5 0,2052 f(n)>0,1 | continue
6 0,1494 f(n)>0,1 | continue
7 0,1057 f(n)>0,1 | continue
8 0,0733 f(n)>0,1 | continue
9 0,0500 f(n)>0,1 | continue
10 0,0337 f(n)>0,1 | continue
11 0,0225 f(n)>0,1 | continue
12 0,0149 f(n)>0,1 | continue
13 0,0098 f(n)<o,1 s’arréte

La fonction f est décroissante sur [ 2 ; + o [ donc sin>8, f(n) <0,01 donc ng =13



Exercice 2 4 points
1. z:z’<:>z¢ietz:2;2_

Z—i
oz#ietz(z-i)=2izez4ietz?-iz-2iz=0
oz#ietz?-3iz=0<z#ietz(z-3i)=0
<z=00uz=3i
Il existe deux points invariants par f : O et E d’affixe 3 i.

2ix2i 2ix2i _

i—i i
2ix1  2ix(1+i)  2(i-1)

2. B’ a pour affixe b’ = 4i

C’ apour affixe ¢’ = — = - - =—1+i
1-i (1-i)x(1+i) 2

sa 2-2i=212 gje o= 21222125D)

z-1 Z—i

. . L)

Z’_zizw©2'—2i:_—2_

z-1 z-i
b. |z2'-2i|= 2] , Si le point M appartient au cercle I" de centre A et de rayon 1, alors |z—i|=1donc |z'—2i|= 2 soit

|2 —zg|=2donc BM’ =2
Le point M' appartient au cercle de centre B et de rayon 2.

C. (u,BM")=arg(z'-2i) or z'—2i:_—2_
Z—1

donc (G,B—I\/T')zarg(z_—_z_j < (u,BM')=arg(-2)—arg(z—i)
& (u,BM)=n-arg(z-2z,) < (u,BM')=n—(u,AM).

Pour vérifier que D appartient au cercle T, il suffit de vérifier que AD = 1,
AD = |2p—i|< AD = §+gi—i e AD = §+%i

< AD = E+l < AD=1
4 4

D appartient au cercle de centre A de rayon 1 donc D’ appartient au cercle de centre B et de rayon 2 et (u,BD')=n—(u,AD)

or (ﬁ,ﬁ):arg(@+%i} donc (G,Kﬁ)zg

D est le point d’abscisse positive, intersection du cercle de centre A de rayon 1 et de la droite d’équationy =3 et (u,AD) =% ,

Soit D le symétrique de D par rapport a I’axe des imaginaires, la figure (cercle et droite) étant symétrique par rapport a I’axe des
imaginaires, (u,AD),) =n—%

La paralléle en B & la droite (AD ;) coupe le cercle de centre B de rayon 2 en deux points, un seul D’ est tel que
(a,ﬁ)=n—% soit (ﬁ,ﬁ):s?n.



E

oo

(1+21)

1
(zo+zg+zc)soit 3

-1
3

G a pour affixe zg

4, a.

donc G’

+ =i
3

-1 5
3

%(—1+i+4i)donc

(2o +2y+2. ) soit

L’isobarycentre des points O, B' et C ' a pour affixe %

b.

n’est pas I’isobarycentre des points O, B'et C .



Exercice 2 5 points Candidats ayant suivi I’enseignement de spécialité
Partie A

1. f(A)=Bet f(B)=C,doncBC=kABdoncl=kL

f(B)y=Cet f(C)=Edonc CE=kBC

L > 1 et AFED est un carré donc CE = CD-DE = L—1donc L —1 = k donc L est vérifie 1= L (L-1) soitL?~L-1=0
Résolvons x2—-x-1=0, A=1°-4x(-1)=5

+2\/75 etX2: #

. 1
donc les solutions de x> —x—1=0, sontx; =

1+\/E

2

L>0doncL=x;=

2.a. f(A)=Bet f(B)=Cdoncl’angle defest (AB;BC) soit = + (BA; BC) donc I’angle de f est n—g soit g

2 2(/5-1) soit 2(/5-1) donc\/_
J5+1 (J5+1)(J5-1) 4 2
b. Q est le centre de la similitude f donc est invariant par fdonc f - f (Q) = (QQ) = Q

f(A)=Bet f(B)=Cdoncfef(A)=f(B)=C
f(B)=Cet f(C)=Edoncfef(B)=f(C)=E

Le rapport de f est BC = 1.
AB L

- . 5-1 - .
c. f est une similitude directe de centre Q, d’angle g de rapport C donc f o f est une similitude directe de centre Q,

SRS

d’angle g — de rapport

. 5+41-25 . 3-45 -
f o f est une similitude directe de centre Q, d’angle r de rapport - 2 \/— soit 2‘/_ donc f - f est une homothétie de centre

Q, de rapport — #

d. Par une homothétie, le centre de I’homothétie, un point différent du centre et son image sont alignés
f o f est une homothétie et f (A) = C donc Q appartient a la droite (AC)
f o f est une homothétie et f (B) = E donc Q appartient a la droite (BE)

Q est le point d’intersection des droites (AC) et (BE).

3.a. Par la similitude f d’angle 3% une droite est transformée en une droite perpendiculaire, or f (C) = E donc I'image de la

droite (CD) par la similitude f est la droite passant par E perpendiculaire a la droite (CD) donc est la droite (EF).

b. f o f est une homothétie et f (C) = E donc f « f (C) = E’ donc les points Q, C et E” sont alignés.
Le point E appartient a la droite (CD), par la similitude f d’angle 3% une droite est transformée en une droite perpendiculaire, or

f (C) = E donc I'image de la droite (CD) par la similitude f est la droite passant par E perpendiculaire a la droite (CD) donc est la
droite (EF).
E’ est donc le point d’intersection des droites (QC) et (EF).

D E C




Partie B

1. f est une similitude directe de centre Q, d’ angle de rapport Y—— \/_ —

. - 5
donc f a une écriture complexe de laformez’=az+bavec|a|= \/_T etarga= g donca= ‘/_T

-1. . . . 1 5+1
donc z'=\/_52 iz+b,f(A) =B orAa pour affixe 0 et B a pour affixe L soit ‘/_57+,donc \/_T+:

doncb:#doncz \/7 1 1+2\/75.

o . . . -1. 1 .
2. D a pour affixe i donc I'image du point D par f a pour affixe z'=\/_52 ixi+ +2‘/_5 soit z2'=—

T[

2

soita = \/_ 1

\/_5_1i><0+b




Exercice 3 4 points
1 a

|

|

La probabilité que le joueur réussisse 2 services est p(R; "R,) =0,7x 0,8
La probabilité que le joueur réussisse O serviceestp(R, N R,)=0,3%0,3
donc p(X =2)=0,56 et p(X =0) = 0,09
La probabilité que le joueur réussisse un seul service est égale a
pP(RiNR,,2)+p(R, "R,)=0,7x02+0,3x%0,7=0,14+0,21=0,35

X 0 1 2 Total
p(X=x) | 0,09 | 0,35 | 0,56 1
xpX=x)| 0 [035] 112 | 1,47

b. E(XX)=0xp(X=0)+1xp(X=1)+2xp(X=2)=,147

2.a. Sile joueur réussit le n-ieme service, la probabilite qu’il réussisse le suivant vaut 0,8 ; donc P, (R, ;) =0,8

Si le joueur ne réussit pas le n-iéme service, la probabilité qu’il réussisse le suivant vaut 0,7 ; donc P— (R, ,;) =0,7
b, Xns1= Pe (R ) XP(Ra) + P (R,,1) X P(R,)

Xn+1=0,8Xpn+0,7%(1-=xy)
Xn+1=08x,+0,7-0,7x,doncx,+1=0,1x,+0,7.

3. Soit la suite (u,) définie pour tout entier naturel n non nul par ;
Uup=9x,-7

a. Déterminer la nature de la suite (u,).

Uns1=9%Xns1-7=9(01x,+07)-7

Un+1=09x%x,+6,3-7

Un+1=0,1(9%,=7)

Un+1=0,9u, donc la suite (u,) est géométrique de raison 0,1.

b, U1=9x,-7=9x07-7=-07
up=0,1""tu;doncu,=-0,1""*x0,7
-1<01<1donc lim 0,1"*=0et lim u,=0

n—+o n—+o

u +7

L donc lim x,=

n—+oo

Xn=

©|~



Exercice 4 5 points

1. Soit A le point d’intersection du plan et de I’axe (O;i), A a pour coordonnées (x; 0; 0), A € P donc 2 x—1 = 0 donc
x=0,5

A05;0;0)

Soit B le point d’intersection du plan et de I’axe (O; j), B a pour coordonnées (0;y;0),B e Pdonc—y-1=0doncy=-1
B0O;-1;0)

Soit C le point d’intersection du plan et de I’axe (O ;k ), C a pour coordonnées (0;0;z),C e Pdonc3z-1=0doncz=

(o)

AB?=05%2+1=1725
AC?=05%+ L =1
’ 9 36

1 . . . . . .
= 30 donc les points d’intersection du plan P avec les trois axes du repére ne sont pas les sommets d’un triangle

Wl

BC?=1+

©|

isocéle.

2. Tout point M de 3 ; a des coordonnées de la forme
(1+t;5-4t;2-2t)avect eR

2Xx-y+3z-1=2(1+t)-(5-4t)+3(2-21)-1

2X-y+3z-1=2+2t-5+4t+6-6t-1

2Xx-y+3z-1=2donc ladroite &, n’est pas incluse dans le plan P .

3. Le point de &, de parameétre — 1 a pour coordonnées (1 ; 3 ; 5) donc le point S est le point de 5, de paramétret =— 1
Un vecteur directeur de &, est le vecteur u, de coordonnées (1;-4;-2).

Un vecteur directeur de & est le vecteur u, de coordonnées (1;4;2).

u, = - u, donc els deux droites sont paralléles, la droite &, est la droite paralléle & la droite &, passant par le point S.

4, 2x—y+32—1:2x(—§j—§+3x2—1,
7 14 14
2x-y+3z-1 _Z24-95+93-14 4 oncle point H de coordonnées ( —E;ﬁ;gj,appartientau plan P.
14 714714
ﬁgapourcoordonnées(1+§;3—§;5—2J,soit(E;_E;gj_
7 14 14 7 14 14

P est le plan d’équation cartésienne 2 x —y + 3z—1 = 0 donc le vecteur n de coordonnées (2; — 1 3) est un vecteur normal au
plan P.

— 13 - . . . R . .
HS= —Z n donc la droite (HS) est la perpendiculaire en S a P donc H est le projeté orthogonal du point S sur le plan P

[EY

5. LadistancedeSéPestégaIeé|2X1_3_3X5_1|: 17

J27+(-1)2+3° 14

17 5
——< 3 donc le plan P coupe la sphere de centre S et de rayon 3.

J1




