ENONCE

1 On considére I'ensemble A {1;2;3;4;5; 6}

a. Pour tout élémerd de A écrire dans le tableau figurant en annexe I'unigjéenenty de A, tel quea y= 1 (modulo 7).

b. Pourx entier relatif, démontrer que I'équatiorx3: 5 (modulo 7) équivaut = 4 (modulo 7).

C. Siaest un élément de Amontrer que les seuls entiers relatitolutions de I'équation = 0 (modulo 7) sont les multiples
de 7.

2. Dans toute cette questigmest un nombre premier supérieur ou égal a 3.

On considére I'ensemble & {1 ; 2 ; ... ;p — 1} des entiers naturels non nuls et strictemefdrieurs 2p.

Soita un élément de A

a. Vérifier quea®” 2est une solution de I'équatiorxa 1 (modulop).

b. On noter le reste dans la division euclidienneafe? parp. Démontrer que est I'unique solutiorx dans A, de I'équation
ax=1 (modulop).

C. Soientx ety deux entiers relatifs. Démontrer guey= 0 (modulop) si et seulement si est un multiple dg ouy est un
multiple dep.

d. Application :p = 31. Résoudre danssles équations : =1 (modulo 31) et 3= 1 (modulo 31).

A l'aide des résultats précédents, résoudre Adtéuation 6x* - 5x + 1= 0 (modulo 31).

Annexe :

CORRECTION
l.a 4x2=8donc4 2=1 (modulo 7)
3x5=15=2x7+ 1donc % 5=1 (modulo 7)
6x6=36=7x5+1donc & 6=1 (modulo 7)

a 1 2 3 4 5 6
y 1 4 5 2 3 6
b. 3x=5 (modulo 7)= 5x3x=5x%x5 (modulo 7) or 1% 1 (modulo 7) et 25 =8 7 + 4 donc 2% 4 (modulo 7)

3x=5 (modulo 7)= x=4 (modulo 7)

C. Sia=1,ax=0 (modulo 7)= x=0 (modulo 7)= x entier relatif multiple de 7

Sia=2,ax=0 (modulo 7)= 2x=0 (modulo 7)= 4x2x=4x0 (modulo 7)= x=0 (modulo 7)= X entier relatif multiple de 7
Sia=3,ax=0 (modulo 7)= 3x=0 (modulo 7) 5 3x= 0 (modulo 7)= x=0 (modulo 7)= x entier relatif multiple de 7
Sia=4,ax=0 (modulo 7)= 4x=0 (modulo 7)= 2x4x=0 (modulo 7)= x=0 (modulo 7)= x entier relatif multiple de 7
Sia=5,ax=0 (modulo 7)= 5x=0 (modulo 7)= 3x5x=0 (modulo 7)= x=0 (modulo 7)= x entier relatif multiple de 7

Sia=6,ax=0 (modulo 7)= 6x=0 (modulo 7)= 6x 6x=0 (modulo 7)= x=0 (modulo 7)= x entier relatif multiple de 7
Siaest un élément de Ales seuls entiers relatikssolutions de I'équation »= 0 (modulo 7) sont les multiples de 7.

2.a. p est un nombre premier<la< p — 1 don eta sont premiers entre eux donc d’aprés le petitrévée de Fermag® =1
(modulop)
soita x a”~ %=1 (modulop) donca®” ?est une solution de I'équatiorxa 1 (modulop).

b. r est le reste dans la division euclidiennefie® parp, donc O<r <p
p eta sont premiers entre eux dopae divise paa doncr # 0 donc Isr<p—1dona OA,

aP ?=pqg+rdoncaxaP ?=apq+ardoncaxaP ?=ar (modulop)
doncaP ™2 étant solution de I'équationa= 1 (modulop), a r = 1 (modulop) doncr est solution de I'équationyxa= 1 (modulop).

Supposons gu'il existe une seconde soluti@ppartenant a Ade I'équation & =1 (modulor)

ar =1 (modulop) etar’ =1 (modulop) donc par différence membre a membagr. —r’) = 0 (modulop) doncp divisea (r —r’)
p eta sont premiers entre eux donc d’aprés le théorear@alisp diviser —r’

or [r—r’ | <pdonc sir —r’ # 0 alorsr —r’ et p sont premiers entre eux, ce qui n’est pas possddacr —r’' =0

doncr est I'unique solutiox dans A,, de I'équation = 1 (modulop).

C. Soientx ety deux entiers relatifs, soienetr’ les restes respectifs de la divisionxdety parp
Six est un multiple de alorsx = 0 (modulop) doncxy = 0 (modulop)
de méme sy est un multiple de



Si nix niy ne sont des multiples gealorsr etr’ de A etx =r (modulop) ety =r’ (modulop) alorsxy =r r’ (modulop)
xy =0 (modulop) = rr’ =0 (modulop) = pdiviserr’

1<r<p-1dona etp sont premiers entre eux donc d'apres le théorear@alissp diviser’

or 1<r’ <p-1dona’ etp sont premiers entre eux donc il est impossiblerque 0 (modulop)

x y= 0 (modulop) si et seulement giest un multiple d@ oty est un multiple de.

d. Deux méthodes : I'une basique :

D'aprés la question 2., sip est un nombre premier, I'équatiorx& 1 (modulop) admet une unique solution dang &r 31 est un
nombre premier donc®= 1 (modulo 31) admet une unique solution dang A

or2x16=31+1donc & 16=1 (modulo 31)

doncx = 16 est solution dansAde 2x=1 (modulo 31)

de méme X =1 (modulo 31) admet une unique solution dang A
3x21=63=231+1donc ¥ 21=1 (modulo 31)
doncx = 21 est solution dansAde 3x=1 (modulo 31)

Autre méthode utilisant plus I'énoncé.

Si p est un nombre premier atl A, a®~ 2 est solution de I'équationxa= 1 (modulop), donc ici 2%° est solution de I'équation
2 x=1 (modulo 31), et ¥ est solution de I'équationd= 1 (modulo 31).

D’aprés la question 2. sip est un nombre premier, sile reste dans la division euclidienne @&2 parp alorsr est I'unique
solutionx dans A, de I'équation &= 1 (modulop).

donc 31 étant un nombre premier, le reste de lsidivde 2° par 31 est 'unique solutiandans Ag;, de I'équation X = 1 (modulo
31).

de méme le reste de la division d& Bar 31 est I'unique solutiandans Ag,, de I'équation = 1 (modulo 31).

2%=16 (modulo 31) et =21 (modulo 31) donc les solutions dang, Ale 2x=1 (modulo 31) et de 8= 1 (modulo 31) sont
respectivement 16 et 21.

A l'aide des résultats précédents, résoudre daléequation 6x* - 5x + 1= 0 (modulo 31).

Or6x?—5x+1=(2x—1) (3x—1)

D’apres la question 2. p étant un nombre premiet,y= 0 (modulop) si et seulement giest un multiple de ouy est un multiple de
p

(2x—-1) (3x—1)=0 (modulo 31)= 2x—1=0 (modulo 31) ou & — 1= 0 (modulo 31)

= 2x=1 (modulo 31) ou =1 (modulo 31)

= 16% 2x=16 (modulo 31) ou 2% 3x=21 (modulo 31)

= X=16 (modulo 31) ox =21 (modulo 31)

= X=31k+ 16 oux=31k + 21 avek O Z



