EXERCICE 1 (5 points)

Dans le plan complexe muni d'un repére orthonof@ali , V) (unité graphique : 2 cm), on considére les poigt8 et C d'affixes
respectivess=2,b=1—jietc=1+1.

1.a. Placer les points A, B et C sur une figure.

c—-a
b. Calculer

. En déduire que le triangle ABC est rectangleésmc

2.a. On appelle la rotation de centre A telle quéB) = C.

Déterminer I'angle deet calculer I'affixed du point D =r(C).

b. Soitl" le cercle de diamétre [BC].

Déterminer et construite lI'imagde’ du cercld” par la rotatiorr.

3. Soit M un point d€ d'affixez, distinct de C et M' d'affixg son image par.

a. Montrer qu'il existe un réél appartenant % 0; g[ O }7—; 21'{ tel quez=1+¢€°.

b. Exprimerz' en fonction déd .
C. Montrer queﬂ est un réel. En déduire que les points C, M efdvit alignés.
z-cC
;2
d. Placer sur la figure le point M d'affixe 1e+ et construire son image M' par

EXERCICE 2 (5 points) Candidats n'ayant pas suivi'enseignement de spécialité
Soienta un réel strictement positif et OABC un tétraedieque :

L] OAB, OAC et OBC sont des triangles rectangles en O. C
Ll OA=0B=0C =

On appelle | le pied de la hauteur issue de Cidagle ABC, H le pied
de la hauteur issue de O du triangle OIC, et Dolatpde I'espace défini

parﬁ) = OD.
1. Quelle est la nature du triangle ABC ?

2. Démontrer que les droites (OH) et (AB) sont ogitnales, puis
gue H est l'orthocentre du triangle ABC.
3. Calcul de OH

a. Calculer le volume V du tétraédre OABC puis €a8 du triangle H
ABC.
b. Exprimer OH en fonction de V et de S, en dédaine OH =a O

B
73
;- D
3
4, Etude du tétraeédre ABCD

e 1 — |
L'espace est rapporté au repere orthonor(n@l 1 OA, 1 OB, 1 oC ] .
a

a a
. : [ a a a
a. Démontrer que le point H a pour coordonne%sé:, 3'3 ] . A
b. Démontrer que le tétraédre ABCD est réguliers{ezedire que toutes ses arétes ont méme longueur).
C. SoitQ le centre de la sphére circonscrite au tétrae@®eA

Démontrer qué& est un point de la droite (OH) puis calculer sesrdonnées.
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EXERCICE 2 (5 points) Candidats ayantsuivi I'enseignement de spéciali
Les questions 3 € sont indépendantes des questl et 2 ; seule I'équation dledonnée en 1. intervienta la question 4.

1. L'espace estpporté an repére orthonormal ;i , J, K ).
a. Montrer que les plans P et @guations respectiv : x + \/_Sy— 2z=0 et: 2-z=C ne sont pas paralleles,
b. Donner un systémeédjuations paramétriques de la drd intersection des plans P et Q.
C. On considére le cone de révolutibrd'axe (&) contenant la droitd comme génératrice. Montrer qI", a pour équation
cartésienng? +z? = 7x%
2. On a représenté sur les deux figuredessous les intersectionsl” avec des plans paralléles aux ade coordonnées.
Déterminer dans chaque cas une équation des pdaeibfesen justifiant avec soin votre réponse.
\_\_\\ /
.
\_\‘

R
o~ .y

Figure 1 Figure :

3.a. Montrer que I'équatior® = 3 [7], dontl'inconnuex est un entier relatif, n'a pas de solution.

b. Montrer la propriété suivante :

pour tous entiers relatisetb, si 7 divisea? + b? alors 7 divise et 7 diviseb.

4.a. Soienta, b etc des entiers relatifs non nuls. Montla propriété suivantsi le point A de coordonnéesa, b, ¢ ) est un point
du cond™ alorsa etb etc sort divisibles par

b. En déduire que le seul point Balont ks coordonnées sont des entiers rislatst le sommet de cone.

PROBLEME

SoitNgle nombre de bactéries introduites dans un milegwture él'instantt = 0 (N, étant un réel strictement positif, exprimé
millions d'individus).

Ce probléme a pour obje¢tude des deux modeld'évolution de cette population de bactéries :

= un pranier modeéle pour les instants qui suiv'ensemencement (partie A)
= un second modele pouvaragliquer sur une longue période (part).
Partie A

Dans les instants qui suivenéri'semencement du milieu de culture, on considéeelajwitessed'accroissement des bactéries est
proportionnelle au nombre de bactéries en prés
Dans ce premier modéle, on ndté) le nombre de bactériesl'instantt (exprimé en millions didividus). La fonctionf est donc
solution de I'équation différentielley’ = a y.(ou a est un réel strictement positif dépendant des tiomdi expérimentali).
1. Résoudre cette équation différentielle, sachanf (0) = N,
2. On noteT le temps de doublement de la population bactéri

t
Démontrer que, pour tout régbositif :f (t) =Ny 27T .
Partie B
Le milieu étant limité (en volume, en éléments tifgr..), le nombre de bactéries ne peut pas croitre imdédint de facol
exponentielle. Le modéle précédent ne peut csappliquer sur une longue période. Pour tenir condateces observations,
représentedvolution de la population de bactéries de la femuomante
Soitg(t) est le nombre de bactéries a l'instaf@xprimé en millions d'individus) ; la foncti@nestune fonction strictement positive

dérivable sur [0 ; +eo [ qui Vvérifie pour toL t de [0 ; +o [ la relation: (E)g'(t) = a g(t) (1—% j ou M est une constante
strictement positive dépendant des conditions éxpdtales ea le réel défini dans la partie A.

1.a. Démontrer que g est une fonction strictement positive vérifiantééation (E), alors la fonctior— est solution de I'équation
g

différentielle (E") y'+ay= %.
b. Résoudre (E").
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C. Démontrer que i est une solution strictement positive de (EI)[Q% vérifie (E).

2. On suppose désormais que, pour tout réel positif(t) = Ticeat’ ou C est une constante strictement supérieure a 1
+Ce

dépendant des conditions expérimentales.

a. Déterminer la limite dg en +oo et démontrer, pour tout régbositif ou nul, la double inégalité : Ogft) < M.

b. Etudier le sens de variation géon pourra utiliser la relation (E)).

Démontrer qu'il existe un réel uniqugpositif tel queg(t o) = >

C. Démontrer qug " = a (1—% ] . Etudier le signe dg". En déduire que la vitesse d'accroissement dubr® de bactéries

est décroissante a partir de l'instapdéfini ci-dessus.

Exprimert, en fonction da et C.

d. Sachant que le nombre de bactéries a l'instastg(t), calculer le nombre moyen de bactéries entrenigsints 0 ety, en
fonction de M et C.

Partie C
1. Le tableau présenté en annexe | a permis diétpe la courbe représentative tipassait par les points de coordonnées
respectives (0 ; 1) et (0,5 ; 2). En déduire ldswa deN, T eta.
2. Sachant qug(0) =Nyet que M = 10N o, démontrer, pour tout réepositif ou nul, I'égalité suivantey(t) = #004% .
+99x
3. Tracer, sur la feuille donnée en Annexe Il,darbel” représentative dg I'asymptote & ainsi que le point dE d'abscissé,,
4. Dans quelles conditions le premier modéle veustde-t-il adapté aux observations faites ?
Annexe |
t (enh) 0|05l 1] 15 2 3 4 5 6

Nombre de bacteries) | 55| 39| 7.4 145 37)0 704 901 |o8
(en millions)

Les points obtenus a partir de ce tableau, airesi@fonctionf , sont représentés dans le repere ci-dessous.

Annexe I

100

80

60

40

20
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CORRECTION

EXERCICE 1 (5 points)
1l.a

— -1+
b. % = i I =—ji donclc—a|=|—-ijx|b—a|donc AC = AB, le triangle ABC est isocele en A.
-a -1-i

arg(?] = —g+ 2k 1t (kO Z) donc( AB, E) = —1—;+ 2k 1t donc le triangle ABC est rectangle isocéle en A.
-a

A A —
2.a. par la rotation : { s donc l'angle de est(AB, AC) donc—g
r a pour écriture complexg—a = e iE(z—a) doncd-a=-ica)doncd=—i(—1+i)+2=3 +i.

b. La rotationr transforme le cercle de diameétre [BC] en le cedeleliameétrer[B) r(C)] doncl™ est le cercle de diameétre [CD].

3a. T estle cercle de diametre [BC] donc le cercleetgre | d’affixe 1 et de rayon 1 donc pour toutrpaler, il existe un réed
de [0; 2m[tel quez=1+€°,

M # C donc é°# i donce # g donc il existe un réd appartenant % 0;1—2-[{ 0 }E;ZT[[ tel quez=1+¢°.

b. z-a=-iz-a)doncz=—-i(-1+€e®)+2donz=—ie'%+2+i
c. 7 —c=—ie® 1etz—c=e%idonc zZ-c _ 1+ S|n6.—.| cosH _ [+ siD - |<2:09 ][.coe— i(sif—- 1)
z-c cosO+ i(sind- 1) cos® B+ (sind— 1y

z'-c _ cosO [1+ sinB+ (E siB ¥ i[co$0+ (si®+ 1)(siB— 1) 2cosB+ i[cosB+ sifO— 1 _ 2 cosf

z-¢ cos® 0+ (sind— 1y cos® B+ (sind— 1y cos® 0+ (sin@— 1y

z _g est un réel donc les vecteu® et CM' sont colinéaires donc les points C, M et M' sdignés.

Z_
d. Pour construire le point M, il suffit de tracezuk cercles de rayon 1, I'un de centre A, I'auteecdntre le point N, on obtient

ainsi deux triangles équilatéraux et donc le pbinte point M’ est le point autre que C, intersentde la droite (CM) et du cerdle.
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EXERCICE 2 (5 points) Candidats n’ayant pas suivi’enseignement de spécialité
1. OAB, OAC et OBC sont des triangles rectangle®ear OA = OB = OC a donc d’apres le théoréeme de Pythagore :

AB 2= 0OA%+OB?=2a’donc AB =a,/ 2 de méme BC = CAa,/2.
Le triangle ABC est équilatéral.

C

2. Dans le triangle équilatéral ABC, (IC) est lauteaur issue de C du
triangle ABC donc | est le milieu de [AB]

Dans le triangle OAB rectangle isocele en O, (@t)la médiane et la hauteur
issue de O donc (Ol) est perpendiculaire a (AB)

(AB) est orthogonale a (Ol) et (Cl) deux droitesasées du plan (ACI) donc
est orthogonale a toute droite de ce plan en péigica (OH).

Les droites (OH) et (AB) sont orthogonales.

De méme les droites (OH) et (AC) sont orthogonaletes droites (OH) et
(BC) sont orthogonales.

La droite (AO) est orthogonale a deux droites stesadu plan (OBC) : (OC)
et (OB) donc au plan (OBC) donc est orthogonaleudetdroite de ce plan en
particulier a (BC)

Les droites (OH) et (BC) sont orthogonales donc di@ite (BC) est
orthogonale

a deux droites sécantes du plan (OAH) : (OA) et Y@bhc au plan (OAH) A

donc est orthogonale a toute droite de ce plaraeicplier a (AH).

(CH) et (AH) sont des hauteurs du triangle (ABChalél est I'orthocentre du triangle ABC.

3. Calcul de OH

a. V= :—; x Aire du triangle OBCx hauteur OA donc V %‘ xizlx a’xa=<a’

Iﬁ

xa\/_

3
AB = a\/_z donc ClI :% AB = \/7 a donc l'aire S du triangle ABC est egale2—a< Clx AB =

N|I—‘

l'aire S du triangle ABC est égale% a’

b. Le volume V du tétraédre OABC% x Aire du triangle ABCx hauteur OH :—é a® donc:—; xSxOH=V

1 3
3x—a
OH:S—VdoncOH— 6 :E — adoncOH:a\/§
S J3 . 2 [ INE 3
2
4. Etude du tétraédre ABCD
a. A a pour coordonnéea (0 ; 0), B a pour coordonnées (@;0), C a pour coordonnées (0 ; &),

H est I'orthocentre du triangle équilatéral ABC da@st le centre de gravité du triangle ABC donctemdonnées de H sont :
XatXg ¥ X Yat Bt X, 2t gt 2
3 ' 3 3

j donc le point H a pour coordonnée(s% % ,% ] .

b. =2a2et AC?=2a?: HO = OD donc D a pour coordonnéEs—%,—%1 3) donc BD? = CD?= AD?= = 2a?

donc le tétraedre ABCD est régulier.

C. Soit Q le centre de la sphere circonscrite au tétraéBEIA alorsQA = QB et QA = QC doncQ appartient aux plans
médiateurs de [AB] et de [AC], de méme H est I'otntre du triangle équilatéral ABC donc H estdate du cercle circonscrit a
ce triangle donc HA = HB = HC donc H appartient alans médiateurs de [AB] et de [AC].

OA = OB = OC donc O appartient aux plans médiatderfAB] et de [AC] donc la droite (OH) appartienix plans médiateurs de
[AB] et de [AC] or ces deux plans sont distinctsiddeur intersection est la droite (OH), ddR@st un point de la droite (OH).

OQ =k OH doncQ a pour coordonnée{sk%, kg, k%j .

QA:QDdonc(kE+Ej (k a+_aj (ka+ aj (k_a_aj +(k_j J{k_j

3 3 3 3 3 3 3

doncs(k§+§j =(k3—3—""j +2(k—""j smtS( j (k+1)2= (‘—*j [(k—3)+ 2k?]
3 3 3 73 3 3

soit3(<+1)2=(k—3)2+2k2donc3(k2+2k+1)=k2—6k+9+2k2donc6k+3=—6k+9donck=%doanapour

)

coordonnee{

c»lm
c»lsv
ol
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EXERCICE 2 (5 points) Candidats ayant suivi I'ensainement de spécialité
l.a. Le plan P a pour vecteur normalde coordonnées (1\[_3 ;= 2)

Le plan Q a pour vecteur normal de coordonnées (2 ; 0 ; — 1). Les coordonnéegsleleux vecteurs ne sont pas proportionnelles
donc P et Q ne sont pas paralléles.

b. La droiteA intersection des plans P et Q a pour équatit{né + \/E y-22=0
2x-2z=0
en posank =t, la deuxieme équation donné 2z = 0 soitz = 2t, en remplacant dans la premiére équatiof \/_3 y—4t=0
soit /3y =3tdoncy = /3t
X=t
Un systeme d’équations paramétriques de la dfoitgersection des plans P et Q esy :\/5 t avect O R.
z=2t

C. Le cone de révolutioh d'axe (OX) a une équation de la formg?+z%=a?*x?
Il contient la droiteh comme génératrice donc contient le point de patr@he 1 donc de coordonnées (1/§ :2), donc 3+ 4 a?
a?=7 dond", a pour équation cartésienpé+ z? = 7x>.

. . . ) . 7Tx*=y*+2z* 2+ 2%=7K?
2. L'intersection du cOnE avec un plan d'équation=k est une courbe telle qu&[: K y soit y
X= X=

Dans le plan P d’équation=k, I'intersection dd” et de P est un cercle.

. . . . . Tx*=y*+z*> | Tx*-z*=k?
L'intersection du cbn€ avec un plan d’équation=k est une courbe telle que{: y soit

y=k
2

Soit{(ﬁx—z)(ﬁx— 7)= K {XZ:k2 Z:k7
y=k y=k y=k

Dans le plan P d’équation= k, I'intersection dd™ et de P est un hyperbole
de méme pour le plan d'équatiam k.

3.a.  Soitx un entier relatif,

x est congru modulo 7 a D il P B 4 |5 |6
x“estcongrumodulo7a O 1 # P P2 [4 |1
donc I'équationx? = 3 [7], dont I'inconnuex est un entier relatif, n'a pas de solution.

b. D'aprés la question précédeateetb? sont congrus a0 ; 1 ; 2 ou 4 modulo 7 donc :
a’ 0 1 5 4 pour tous entiers relatitsetb, si 7 divisea? + b? alors 7 divisea? et 7 diviseb? d’aprés la
b question précédente, si 7 diviaé alors 7 divisea et si 7 diviseb? alors 7 diviseb donc
0 0 1 2 4 pour tous entiers relatitsetb, si 7 divisea® + b? alors 7 divise et 7 diviseb.
1 1 2 3 5
2 2 3 4 6
4 4 5 6 1

4.a. Sile point A & coordonnées entiéres b, ¢ ) est un point du corle alorsb? + c?= 7a? donc d’'aprés la question précédente,
7 diviseb et 7 divisec.

Il existe donc deux entiers naturels strictemesitiis o et tels queb = 7° q avec 7 ety premiers entre eux, et= 7Y q’ avec 7 el
premiers entre eux.

Soit 3 le plus petit des deux nombigety, (B = ety=>3) doncb?+c?=72Fq2+ 72V q 2=72°(72€-3q%+ 72079 2)

donc 725—1 (72 ([3—5q2 + 72(y—6) qy 2) — a2

235-1> 0 donc 7 divisa? donc d’aprés la questiona3 7 divisea.

b. Supposona # 0,b # 0 etc 20

7 divisea donc il existe un entier strictement positiet un entiek non nul tel que = 7° k avec 7 ek premiers entre eux
donc 726—1(72([3—6)q2 +720-9 q 2) = 7202

si2za>25—1alors 78-9q%+ 7209 2=72a-9+1)2

Sans diminuer la généralité, on peut supposeBgu@ doncq? + 72V-9q 2= 72(0-9+ 12

sia =B alors 7 divisgy® + g 2 donc d’aprés la question .7 diviseq etq, ce qui est exclu car 7 gtsont premiers entre eux
sia > B alors 7 divisey? donc d'aprés la question &.7 diviseq, ce qui est exclu car 7 @sont premiers entre eux
siza<2B—1alors 78~ 9-1q2+ 720-9-1q 2=k2donc 7 divis&k? ce qui est exclu car 7 leont premiers entre eux
donca =0 etb =0 etc = 0, le seul point dE dont les coordonnées sont des entiers relatife eastmmet de ce cone.
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PROBLEME

Partie A

1. y=aye- yt)=Ce*

f est solution de (E) dorfest de la formef:(t) = Ce?"; f (0) = No donc Ce®*°= Ny ore® =1 donc C = N doncf (t) = N, e?'

2. Au bout du temps T, la population a doublé dofi) = 2 N doncf (T) =2 Ng= Nye?" donce®” = 2 donca T = In 2 donc
1 t t

_1 _ Thext _ m2\T 2 _ _ T
a—TIn2doncf(t)—Noe soitf (t) = N |e ore"“=2dond (t)=Ny2T.
Partie B
- 1 . g'® . g(t) g® 1 1 1
1. Soith(t) = —— alorsh'(t) = — org(t) =ag(t) (1—— donc =a -—|=a| h(t)-—
g(t) g’ M g2 gty M M
donch'(t) = -a ( h(t) —ﬁj soith'(t) +ah(t) = % orh= 1 donc la fonctionl est solution de I'équation (E'Y:+ay = %.
g g

a a 1
1b EY:vV+ay=— = =—_avy+ - tzce—at+ )
(E):y +ay v y Y+t y() m

i = i ! = _ hl(t) ! = _ i - hl(t) = i - 1 = —@
1.c. Soitg(t) = h alorsg'(t) h2() orh'(t) =—ah(t) + v donc r a hO [1 v h(t)J ag(t) (1 M ]

doncg(t) = ag(t) [ 1—%) org= % donc la fonction% est solution de I'équation (Epi(t) = a g(t) ( k%}

[l manque une question : en déduire la forme géméies solutions de (E)

g solution de (E)= é solution de (E')= = |= Ce™ @'+ ﬁ = gt) = [=] = gt) = =] ou C est une
constante réelle quelconque g(t) = [x] ouk est une constante réelle quelconque.

2.a. g(t)= =] ora>0doncE| —at=—o or <] eX=0doncE| 1+Ce‘at=1doncE| g(t) =M

C > 0 et une exponentielle est toujours positivecdde ' >0 donc 1 + @ 2'>1 donc 0 < =] <1
0rM>0d0ncO<:E| < M soit 0 <g(t) < M.

2.b. Pourtout=0, 0 <g(t) <M donc 0 ] |« 1 soita g(t) [ 1—%) > 0 donaog'(t) > 0 donagg est strictement croissante sur [0

'+oo[,

g(0) = [=] orC>1doncl+C>23(iE| <|§.

g est définie continue strictement croissante sur4® [, g([0 ; + o [) = =l donc@ 0 g(JO ; + o [) donc I'équation

o(t) :@ admet une solution uniqiig dans [0 ; eo].

2.c. Pourtoutde[0;+ [, dg'(t) =ag(t) ] doncg'(t) =a ]

doncg" (t) =a ] soitg" (t) =ag'(t) ]

g est croissante sur [0 ;e[ donc si O< t < tgalorsg(t) < g(t ) soit 0< g(t) < @ donc 0< [=] <1ldonc1 1= >0

org'(t) >0 sur [0 ; +o [ doncg" (t) =0 sur [0 ;to] e o 30 2003 ,
etropoe uin



Sitg<talorsg(to) <g(t) soit@ <g(t) donc 1 4 x] donc 1 [=] <0org(t)>0surf0;+eo[doncg” (1) <0surfty; +ool.

g' () <0 sur[tg; +o [ doncg' est décroissante suipf + oo [

doncg'(t) = =l

:@@uc@:z@c: =1 |[x :@a@:CaatozlnCatO:@nC.

o) =| =
oto) =| =
d  N=|[X

doncto N =M El doncto N =M El

toN =|§[ln (El+ C)-In(C+1)] o@= CdondgN ﬁ[ln (2C)-In(C+1)]doncN

Partie C

E

[[h2C)-In(C+1)]

1. 1. f(t)=No=NoE| doncf (0) =1« Nge=1« Ny=1

Au bout d'un temps 0,5 la population a doublé dbrc0,5 efa = 2=2In2

2. d’'apres le tableaug(0) = 1 donc Ny = 1,a est le réel défini en partie Adoac=2In2 =1In 4

90) =X |=1etM=100N=100don¢® |=1 donc100=1+ C donc C =99.
g =| = ore™"*= ")~ = 4~ donog(t) =| %
3. [x] g(t) = M = 100 donc la courbe admet la drgite 100 pour asymptote enes

tozﬁhcz

100

/

90

80 /

70

60 /

50

40

30 /

20 /

10 /
/

0

0 2 4 6 8

xl

donct g est I'abscisse du point d’ordonnée 50 de la caurbe

4, Le premier modéle est adapté sur une bréve dunéis d’une heure, dans ce cas I'approximatgirires bonne, aprés
2 heures, I'approximation est trop importante.
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