Métropole & La Réunion Septembre 2007

EXERCICE 1 5 points Commun & tous les candida

Les parties 1 et 2 portent sur un méme théme, rlaadi®n, mais sont indépendan

1. Restitution organisée de connaissanc

La formule donnant la dérivée du proddiit deux fonctions dérivables supposée connue.

On a énoncé ailessous deux propositions désignées et Q. Dire pour chacune d’elles si vraie ou fawtgastifier
Dans cet exercice désigne un entier naturel strictement supérieu

— P : Soiff la fonction définie sur R pdr(x) =x"; alorsf est dérivable sur R, de dériviedonnée sur R paif '(x) =n x
— Q : Soitu unle fonction dérivable sur R et sf la fonction définie sur R pdr=u"; alorsf est dérivable sur R, derivéef ' donnée
parf’=nu"" %

n-1

2. On désigne pag la fonction définie sur - oug'désigne la dérivée de la fonctig

1:1[pag(0)=0 etg'(x) = ﬁ

sur]—1; 1[;on ne cherchera pasxliciterg (x).
On considére alors la fonction composédefinie sur —n; 0 [ parh(x) = g (cosx).
a. Démontrer que pour todtde ] —x; O[ on ah'(X) = 1, ouh’ désigne la dérivée de

b. Calculerh[—gj , puis donner I'expression t(x).

EXERCICE 2 6 points Commun & tous les candida

) o 1 23
1. La suiteu est définie parug=2 etup+1= = 3 Up+ — 7 pour tout entier naturel.

a. On a représenté dans un repére orthonormé direplasiuen annexe, droite d'équatiory = :_];-X + ;—i et le point A de

coordonnées (2 ; 0).
Construire sur I'axe des abscisses les quatre prsrt@rmes de la suiu.

)
. . . . 23
b. Démontrer que si la suiteest convergente alors smite estt = 18’
. . 23
C. Démontrer que pour tout entier naturen a :u,> T
d. Etudier la monotonie de la suiteet donner sa limit

2.a. Soitnun entier naturel supérieur ou égal
1 1 1 1 1 1
c’est-a-dire queﬁ +.t—— =1~

n+1 1 1
Démontrer que Z — = —(l—

10 90 10" 10° 10°* 90 10"
b. La suitev est définie pav,= 1,277 7...7 aven décimales consécutives égales a 7. Amgsi 1,2,v,= 1,27 elv,= 1,277.
En utilisant lea démontrer que la limite de la suv est un nombre rationnelc’est-adire le quotient de deux entiel
3. La suiteu définie au 1 et la suitesontelles adjacentes ? Justifier.
EXERCICE 3 5 points Candidats n’ayant passuivi 'enseignement de spécialité
. , z
Soit les nombres complexeg = \/_2 +i,6,z,=2+2ietz="2.
ZZ
1. Ecrire Z sous forme algébrique.
2. Donner les modules et argumentzde, et Z.
3. En déduire cosT£ et sinE.
12 12
4. Le plan est muni d’'un repére orthonormal ; on prartilcm comme unité graphiq

On désigne par A, B et C les points d'affixes resipesz,, z, et Z. Placer le point B, puis placer lesints A et C en utilisant la régle
et le compas (on laissera les traits de construeoparents
5.  Ecrire sous forme algébrique le nombre comple? %"
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EXERCICE 3 5 points Candidats ayant suivi 'enseigement de spécialité
1. On considére 'ensemble A {1;2;3;4;5; 6}

a. Pour tout élémerd de A écrire dans le tableau figurant en annexe l'unigléenenty de A, tel quea y= 1 (modulo 7).

b. Pourx entier relatif, démontrer que I'équatiorx3 5 (modulo 7) équivaut@= 4 (modulo 7).

C. Siaest un élément de Amontrer que les seuls entiers relatisolutions de I'équation »= 0 (modulo 7) sont les multiples
de 7.

2. Dans toute cette questigmest un nombre premier supérieur ou égal a 3.

On considére I'ensemble & {1 ; 2 ; ... ;p — 1} des entiers naturels non nuls et strictemefdrieurs 2p.

Soita un élément de A

a. Vérifier quea®” 2est une solution de I'équatiorxa 1 (modulop).

b. On noter le reste dans la division euclidienneafs 2 parp. Démontrer que est I'unique solutiorx dans A,, de 'équation
ax=1 (modulop).

c. Soientx ety deux entiers relatifs. Démontrer que/= 0 (modulop) si et seulement si est un multiple dg ouy est un
multiple dep.

d. Application :p = 31. Résoudre danssfples équations : 2= 1 (modulo 31) et 3= 1 (modulo 31).
A l'aide des résultats précédents, résoudre @diéjuation : 6x?— 5x + 1= 0 (modulo 31).

Annexe :
a 1 2 3 4 5 6
y 6
EXERCICE 4 4 points Commun a tous les candidats
On considére les deux équations différentiellegasues définies suﬂ —g;g[ :
(E) :y' + (1 + tan xX)y = cosx
(Eg:y'+y=1
1. Donner I'ensemble des solutions de I'équatiog).(E
2. Soienf etg deux fonctions dérivables s%r—g;g[ et telles qué (x) = g (X) cosx.

Démontrer que la fonctiohest solution de (E) si et seulement si la foncgj@st solution de ().
3. Déterminer la solutiohde (E) telle qué (0) = 0.
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CORRECTION

EXERCICE 1 5 points Commun a tous les candidats
1. Restitution organisée de connaissances
P est vraie :

(Xo+h)"= Z (:)hkxg"‘ = xg+hz [:) h** x =¥ donc
k=0 k=1
(i (1o
k=2

(X0+h)n—Xg_ X n k-1 n-k
— —Z K h X,
o (Xg+th"=xg n B N (n _ B n } _
donclim ——~ "9 =|im x"t+h h* 2 xM k= X"z pxMm?t
h-o h hool\l 0 kZ:; k 0 1 0 0
1

k=1
D’aprés la définition du nombre dérivé de la foortk" en un poink, alorsf est dérivable erg etf'(Xo) =n xq" ™~

Q est fausse Il s'agit de la dérivée d’une fonction composéé’etn v u" %,

2.a. pourtoutxde] - ;0 [on ah'(x) = g'(cosx) x(— sinx) = — =
J1-(cosx} 4 (sinx ¥
pour toutx de] -7:0 [, sinx< 0 doncm = —sinx eth'(x) = :2:2 z =1.

o {50

h'(x) = 1 donch est une primitive de 1 donc il existe une congtaéelle C telle qube(x) =x+ C

h(—;} :Odonc—g +C:OdoncC=g, pour toutxde ] -z ; 0 [ on ah(x):x+g
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EXERCICE 2 6 points Commun & tous les candida
1l.a

1,5

0,5

NG S S g

0 0,5 1 1,5
C. u0:2d0nc1102£.3
18

Montrons que pour toutde IN, la propriété est hérédita : c’est-a-dire que i, = % alorsu, 412 %3

23 1 23_1 .23 23 1 23 23 _ 23 1 23 23
Up2-—donc-u,+—>=X—+—o0or=X—+— =— etup,;= —U,+— doncu,,;= —.
18 3 27 3 18 27 3 18 27 18 3 27 18

La propriété est héréditaire donc est vraie poutrn de IN.

d u —-u —:—Lu +§—u ——Zu +§d0ncu —-u —Z(E’—u joru >£’doncu -u,<0
. n+1 n 3 n 27 n 3 n 27 n+1 n 3 n n—18 n+1 n=

La suite (1, ) est décroissante.

. L ., 23 - e .23
La suite (1, ) est décroissante minorée plasr donc est convergente et sa limite est supérieudgale EE.

2.a. Soitq=i' i+i+ + 1

1
: —(1+q+..+qg"*
10 102 10° 101 102( g a )

1 n
1_7
101 1 1 _1-q" 11 1 1 (10)
TR x o +——+..+ =——x
10°  10° 10 1¢  *+q 10 10° 10 10 4 1
10

(o)
S S SN €1 1,1, . 1 1({1_1j

10?2 10° 102 10° “o0” 10

102 10° 7 10! 100- 10 107 10° T 10" 9

b. v=1,2+0,07 +0,007 +... +0,0...07

! L doncv = 1,2+7[i2+ L +...+—l+1j soitv=1,2 +l(1— 1 j
10 10 90

VE12+— +—— + .+ —
100 1000 10"t 10° 10"

V= E + l 1- 1 orE etl 1- L sont des nombres rationnels dw est unnombre rationnt.
5 90 10" 5 90 10"

3. La suitev est croissante, la suiteest décroissan

lim v,= Ilim 6 + l 1—i = 6 +l = 23 donc lim u,-v,=0 donc les suita etv sont adjacente
no+e n-+< 5 90 10" 5 90 18 n- o
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EXERCICE 3 5 points Candidats n'ayant pas suivi lenseignement de spécialité

1. 21=\/_2+i 6 22—2+2|d0ncZ— —\/_(1“\/_3) ﬁ L |\/_3)(1—|) \/_2[(1+\/_3)+ (\/_3_

z, 2(1+1) 2(1+i)(1-1)
Z= \/_2(1+\/_3)+i\/_2(\/_3_ 1)
4 4
2. |zi)?=2+6=8doncd;| =2, 2 et|z,|>=4 +4=8doncd,| =2, 2

zZ,= 2\/72[—+|\/_] = Zﬁ[cos( j +ISIH( j]doncargtl)—— +2km(k02)

Z,= Zﬁ(gﬂgJ = 2\/_2[003(;) +|S|n( j]donc argtz)—— +2km(k02)

_lzil _
|Z|= soit|Z|=1
|z, |

2

arg Z=arg%;)—arg ¢,) donc arg Z:g —1—:+ 2kt (kO Z) soit argZ:l—T;+ 2km(kO z2)

+ p—
3. |Z|—1etargZ-—2+2kn(kDZ)doncZ cos—2+|sm \/_(1 \/_3) \/_2(\[3 D)

J_<1+J_3) ng J‘(ﬁs 1)
12

En égalant les parties réelles et imaginaires —eos

4.

Le point B se place sans construction particulipiagons sur le cercle C de centre O passant das Boints A tels que I'angle

DOA a pour mesureg, la bissectrice d®OA coupe le cercle C en H tel q@-l a pour mesureg,

La bissectrice déDOA coupe le cercle de centre O de rayon 1 en C teDﬁ a pour mesurelEz.

5. |Z|=1donc|Z%|=1
argz:l—”2+ 2k (k0 Z) donc arg 2%7= 2 007 arg Z soit arg ¥ = 2 0071—’; +2x 2007kt (k0 2)

2007 = 24x 83 + 15 donc 2 00‘1,32: 83x 2T+ 151—"2 donc arg 2% = 57” a 2mpres

22°°7=co{57nj +isin(57nj =—£1—£i

2 2
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EXERCICE 3 5 points Candidats ayant suivi 'enseigement de spécialité
l.a. 4x2=8donc 4 2=1 (modulo 7)
3x5=15=2x7+ 1donc % 5=1 (modulo 7)
6x6=36=7x5+1donc & 6=1 (modulo 7)

a 1 2 3 4 5 6
y 1 4 5 2 3 6

b. 3x=5 (modulo 7)= 5x3x=5x5 (modulo 7) or 1% 1 (modulo 7) et 25 =8 7 + 4 donc 2% 4 (modulo 7)
3x=5 (modulo 7)= x=4 (modulo 7)

C. Siax=0 (modulo 7)= 7 divisea xor 7 est premier avexdonc d’apres le théoréme de Gauss, 7 diise

2.a. pestun nombre premier<la<p— 1 dong eta sont premiers entre eux donc d’aprés le petitrétée de Fermag® ™ '=1
(modulop)

soita x aP~2= 1 (modulop) donca®~ 2est une solution de I'équatiorxa 1 (modulop).

b. r est le reste dans la division euclidienneafie? parp, donc 0<r <p
p eta sont premiers entre eux dopae divise paadoncr Z0 donc Isr<p—-1dona OA,

aP ?2=pq+rdoncaxaf ?=zapq+ardoncaxa’ ?=ar (modulop)
doncaP~2étant solution de I'équationas 1 (modulop), a r = 1 (modulop) doncr est solution de I'équationyxas 1 (modulop).

Supposons qu'il existe une seconde soluti@ppartenant & Ade I'équation & = 1 (modulor)

ar =1 (modulop) etar’ =1 (modulop) donc par différence membre a membagr. —r’) = 0 (modulop) doncp divisea (r —r’)
p eta sont premiers entre eux donc d’aprées le théorear@alisp diviser —r’

or [r—r’| <pdonc sir —r’ # 0 alorsr —r’ et p sont premiers entre eux, ce qui n’est pas possddacr —r’' =0

doncr est I'unique solutiorx dans A, de I'équation &= 1 (modulop).

C. Soientx ety deux entiers relatifs, soienetr’ les restes respectifs de la divisionxdety parp
Six est un multiple de alorsx = 0 (modulop) doncxy =0 (modulop) de méme sy est un multiple de

Si nix niy ne sont des multiples gealorsr etr’ de A, etx=r (modulop) ety =r’ (modulop) alorsxy =r r’ (modulop)
xy =0 (modulop) = rr’ =0 (modulop) = pdiviserr’

1<r<p-1dona etp sont premiers entre eux donc d'apres le théorear@alissp diviser’

or1<r’ <p-1dona’ etp sont premiers entre eux donc il est impossiblerques 0 (modulop)

x y= 0 (modulop) si et seulement giest un multiple d@ ouy est un multiple de.

d. Deux méthodes : 'une basique :

D’aprés la question 2., sip est un nombre premier, I'équatiorx& 1 (modulop) admet une unique solution dang #r 31 est un
nombre premier donc@= 1 (modulo 31) admet une unique solution dang A

or2x16 =31+ 1donc & 16=1 (modulo 31) dong = 16 est solution dansAde 2x=1 (modulo 31)

de méme X =1 (modulo 31) admet une unique solution dang A
3x21=63=231+1donc ¥ 21=1 (modulo 31) dong = 21 est solution dansAde 3x=1 (modulo 31)

Autre méthode utilisant plus I'énoncé.

Si p est un nombre premier atdJ A, a®~ 2 est solution de I'équationxe= 1 (modulop), donc ici 2%° est solution de I'équation
2 x= 1 (modulo 31), et % est solution de I'équations8= 1 (modulo 31).

D'aprés la question 2. sip est un nombre premier, sile reste dans la division euclidienne @&2 parp alorsr est I'unique
solutionx dans A,, de I'équation &= 1 (modulop).

donc 31 étant un nombre premier, le reste de laidivde 2° par 31 est 'unique solutiondans Ag;, de I'équation %= 1 (modulo
31).

de méme le reste de la division d€ Bar 31 est 'unique solutiondans Ag;, de I'équation %= 1 (modulo 31).

2%=16 (modulo 31) et =21 (modulo 31) donc les solutions dang; le 2x=1 (modulo 31) et de 8= 1 (modulo 31) sont
respectivement 16 et 21.

Or6x?—5x+1=(2x—1) (3x—1)

D’aprés la question 2. p étant un nombre premiery= 0 (modulop) si et seulement giest un multiple de ouy est un multiple de
(2x—-1) (3x—1)=0 (modulo 31)= 2x—1=0 (modulo 31) ou ¥ —1=0 (modulo 31)

= 2Xx=1 (modulo 31) ou =1 (modulo 31)

= 16% 2x=16 (modulo 31) ou 2% 3x=21 (modulo 31)

= X =16 (modulo 31) ox =21 (modulo 31)

= X=31k+ 16 oux=31k + 21 avek O Z
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EXERCICE 4 4 points Commun a tous les candidats

1. Une fonction constantgsolution de (E) vérifieg =0etg + g=1dong=1

Les solutions dg' + y = 0 sont les solutions g&= —y donc les solutions dg + y = 0 sont les fonctions de la forrke™ otk est un
nombre réel.

Les solutions de () sont les fonction de la fornigx) = 1 +k e * olik est un nombre réel.

2. f () =g(x) cosxde laformauvor Uuv) =u v+v u
Soitu(x) = g(x) u(x) =g(x
V(X) = cosx V'(X) = — sinx doncf '(x) = g'(x) cosx —g(X) sinx

f est solution de (E} pour toutx réel,f '(x) + (1 + tanx) f (x) = cosx

= pour toutx de} —g;g [ , g'(X) cosx—g(x) sinx + (1 + tanx) g(x) coSx = COSX

or tanx = sinx soit (1 + tanx) cosx = cosx + sinx
COSX
f est solution de (E¥ g'(X) cosx —g(X) sinx + (cosx + sinx) g(X) = cosx pour toutx de} —g ; 12[ [

NI

f est solution de (E}» g'(x) cosx + cosx g(xX) = cosx pour toutx de } -

or pour toutx de} —g; [ , cosx # 0 doncf est solution de (E} g'(X) +g(x) — 1 = 0 pour toux de} -

g[ = [g'(X) + g(X) — 1] cosx = 0 pour toutx de

Nl
NI

=

N
N

|

» NI

f est solution de (E¥} g solution de (k)

3. f est solution de (E}- g solution de (&) = g(x) =1 +ke ™ orf (x) = g(X) cosx
f est solution de (E}- f (X) = (1 +ke™) cosx

f(0) = 0donc (1 «e®) cos0=1+=0soitk=—1

f est solution de (E) €1(0) =0 = f(X) = (1 — €*) cosx
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