
 

 

 
لأعداد العقديةا  

    الثانية سلك بكالوريا علوم تجريبية
  

  مبرهنة  

  : و تحقق تتضمن              توجد مجموعة 

      (i على عنصر غير حقيقي  يحتوي i 2 و يحقق 1i = −  

      (ii يكتب بكيفية و حيدة على الشكل آل عنصر من : a ib+ بحيث ( ) 2;a b ∈  

     (iii و لهما نفس الخاصيات مزودة بعمليتي الجمع و الضرب تمددان نفس العمليتين في المجموعة  

 
)ليكن         خاصية  ) 2;a b ) و ∋ ) 2'; 'a b ∈                    ' ' 'a a a ib a ib= ⇔ + = b'  و + b= 

z       ليكن عدد عقدي  a ib= ) حيث + ) 2;a b ∈     

) يسمى الجزء الحقيقي نكتب a     العدد  )Re z a= و العدد ،bيسمى الجزء التخيلي نكتب ( )Im z b=  

)        خاصية  ); ;+    جسم تبادلي×

   التمثيل الهندسي لعدد عقدي- 1
)   المستوى )Pمنسوب إلى معلم متعامد ممنظم مباشر   ( )1 2; ;O e e.  

)  آل نقطة  ) ( );M a b P∈هي صورة عدد عقدي وحيد z a ib=   M(z)ونكتبM وهذا الأخير يسمى لحق +

)   أو   )z aff M=  

z    العدد العقدي a ib= ) حيث + ) 2;a b u    يسمى أيضا لحق المتجهة ∋ OM=نكتب  ( )z aff u=  

  
B    هوABلحق         *   Az z− حيث( )AA zو ( )BB z  

)تكون النقط المختلفة         *  )AA zو ( )BB z و ( )CC z مستقيمية إذا و فقط إذا آان B A

C A

z z
z z

−
∈

−
  

)التطبيق         *  ) ( )'M z M z a→ ) من المستوى + )Pنحو المستوى ( )P هو الازاحة التي متجهتها   

             u حيث   ( )aff u a=  

    المرافق و المعيار -2  
z         ليكن عدد عقدي  a ib= ) حيث + ) 2;a b ∈.     
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zالعدد العقدي     *    a ib= z يسمى مرافق العدد العقدي  − a ib= z   ونرمز     له بـ+ a ib= −.  

z  يسمى معيار العدد العقديzzالعدد الحقيقي      *    a ib= 2نرمز له بـ   .  + 2z zz a b= = +  

  
)لتكن  ) 2; 'z z α   و∋    ∋n* و∋

  *  ( ) ( )2Re ; 2Imz z z z z z i+ = − =  

 *         . . ' . ' ' '
nnz z z z z z z z z z z zα α= = = + = +   ' 0

' '
z z z
z z

  = ≠ 
 

       

 *         *

1 1

i m i m

i i
i i

m z z
= =

= =

∈ ≤∑ ∑  

  *         z z z∈ ⇔ =  

      *    z i z z∈ ⇔ = −  

      *     ' 0 . ' '
' '

nnzzz z z z z z z
z z

≠ = = =  

          *   B AAB AB z z= = −  

    الشكل المثلثي لعدد عقدي  والعمدة-3  
)          المستوى  )Pمنسوب إلى معلم متعامد ممنظم مباشر  ( )1 2; ;O e e   

z         ليكن a ib= )  حيث+ ) 2;a b    قياسا αوليكن,  صورته M عددا عقديا غير منعدم و النقطة ∋

)        للزاوية   )1 ,e OM .   

] و نكتبz يسمى عمدة للعدد العقدي α       العدد ]arg 2z α π≡.  

    
z ليكن -* a ib= )  حيث+ ) 2;a b   α عددا حقيقيا موجبا قطعا و rعددا عقديا غير منعدم و ∋

2نضع            عددا حقيقيا 2z r a b= = +    

αα(    ومنه   sincos( irz r  حيث =+
b

r
a == αα sin;cosإذن [ ]arg 2z α π≡   
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αα(  الكتابة           sincos( irz ] و نكتب  z تسمى الشكل المثلثي للعدد العقدي=+ ]α,rz=  

  خاصيات 

] آان ذا ا-  *          ]α,rz=  و [ ]','' αrz ]+        فان = ]' ', 'zz rr α α= ,     و + '
' '
z r
z r

α α = −  
   

       +                                                     [ ],z r α= ]      و       − ],z r α π− = +   

        +                                                          
1 1 ; ;n nz r n
z r

α α   = − =    
        

   

) صيغة موافر      )* cos sin cos sinnn i n i nα α α α α∀ ∈ ∀ ∈ + = +      

  

)      إذا آان  ) ( )A BA z B z≠و   ( ) ( )D CD z C z≠ فان  ( ) ( ) [ ]1arg ; 2B Az z e AB π− =   

)          و       ) [ ]arg ; 2C A

B A

z z AB AC
z z

π
 −

≡ − 
   

       الكتابة الاسية-4 

                 [ ], iz r re αα= =             cos sin
2 2

i i i ie e e e
i

α α α α

α α
− −+ −

= =  

   الجذور النونية لعدد عقدي غير منعدم-5 
] ة        الجذور النوني ],a r α=   ) جذور المعادلة nz a= حيث *n هي        )∋

{ } 20;1;2........, 1 ;n
k

kk n z r
n n
α π ∈ − = +  

       

}    هي   1        الجذور النونية للوحدة أي الجذور النونية لـ  } 20;1;2;..........; 1 1;k
kk n z
n
π ∈ − =   

   

   المعادلات من الدرجة الثانبة - 6
  . غير منعدم a أعدادا عقدية بحيث c و b و a  لتكن 

2       المعادلة 0az bz c+ + 2 هما    تقبل حلين في = 1;
2 2
b d b dz z
a a

− − − +
=    جدرd      حيث =

2       مربع للميز 4b ac−.    
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 Exercices الأعداد العقدية  

    الثانية سلك بكالوريا علوم تجريبية
  

 تمرين 1

  حدد الشكل الجبري لكل من الأعداد العقديـة -1    
( ) 21 22 3 2 1; ;

3 2 2 3
ii i

i i i i
− −

+
− + −

  

1)2أحسب -2 )i+1)230  واستنتج )i+   

أحسب     -3
521

0

k
k

k
i

=

=
∑   

 تمرين 2 

   تمرين 3 

   تمرين 4 
 في آـــل حالة من الحالتين التاليتين   M(z)عة النقط في المستوى العقدي حدد مجمو        

          1- 31 =+− iz                     2- izz 22 +=− 

  5تمرين   

3  أآتب على الشكل المثلثي الأعداد عقديـــــة            3i+و    
1

1 3
i

i
− +
+

)       و )24
1 3i− 

  6تمرين  
2622    نعتبر العددين العقدين  ivوiu +=−=  

  v وu  احسب معيار وعمدة آل من-1

vحدد الكتابة الجبرية والكتابة المثلثية لـ  -2     
u12ج   استنتــ م  ث

7sin;12
7cos ππ  

   7تمرين   

iuنضع             22+−=  

   u أحسب معيار و عمدة-1        

2z حل جبريا -2        u= و استنتج  
3 3cos ; sin
8 8
π π

       

 تمرين 8
31ر العـــدد العقــدي    نعتب           iz +=   

)في المستوى العقدي نعتبر النقط     )1Aو ( )B zو ( )C iz−   

zنضع -1 x iy= ) حيث+ ) 2;x y i و∋ z≠   1وz ≠ 

حدد الشكل الجبري للعددين
1
1
z
iz

−
+

 و
1 i z
i i z
− ⋅
+ ⋅

   

)حدد  -2 )Eمجموعة النقطB حيث Aو Bو Cـيةم نقــــط مستقي  

حيث B  حدد مجموعة النقط -3
1 i z
i i z
− ⋅
+ ⋅

 .  عدد تخـيلي صرف

2 المعـادلات التالية          حل في  1i z z− ⋅ + ) و= )1 2 1 5i z z i− − = −    

4                       و  3z z z i⋅ + = و  −
2 22 3z z− =   
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)  بين أن النقط        )A zو ( )B z−و ( )2C z و
2D
z

 
 
 

 متداورة    

  9تمرين  

0  ليكن -1  
21;
5

z π =   
4نضع . 

0 0z zα = 2  و + 3
0 0z zβ = +  

1 بين أن -  أ 0α β+ + =  

2 حلي المعادلة β و α استنتج أن - ب 1 0x x+ − =  

 بدلالة α حدد -  أ-2 
2cos
5
π

  

2 حل المعادلة -     ب 1 0x x+ −  واستنتج =
2cos
5
π

  

) أنشئ النقط -    ج )0 1A و ( )1 0A z و ( )2
2 0A z و  ( )3

3 0A z و ( )4
4 0A z  

0       حدد طبيعة  1 2 3 4A A A A A  
   10تمرين 

21بين أن  -1 2 cos
2

iie e
θ

θ θ
+ =  

2- 
2

kπθ π≠  العددtanθ    أحسب بدلالة  .+
2

2
1
1

i

i
ez
e

θ

θ
−

=
+

 

 
  11تمرين 

  بين أن 
3 5 7 9 22

11 11 11 11 11

2sin
22

i
i i i i i iee e e e e

π
π π π π π

π

−

+ + + + =  

استنتج  
3 5 7 9 1cos cos cos cos cos

11 11 11 11 11 2
π π π π π
+ + + + =  

   12تمرين

)   ليكن  ) 2; 'z z )بين أن .  ∋ )( )2 2 2' 1 1 'z z z z− ≤ + +  

  تمرين13 
) ليكن  ) 2;x α ∈  

)  أحسب  )
0
cos

n

n
k

S x kα
=

= )     و ∑+ )
0
sin

n

n
k

C x kα
=

= +∑  

nيمكن حساب  (  nC iS+(  
 
  14تمرين  

      اختصر الكتابة 
1

1 cos
32

n

n k
k

kC π

=

 =  
 

∑  

  15تمرين 

;     ليكن 
2 2
π πα  ∈ −  

  

)        نعتبر المعادلة )E :( ) ( ) ( ) ( )3 31 1 tan 1 1 tanz iz i iz iα α∈ + − = − +  

) حل للمعلدلة 0zليكن  -1 )E  

0بين أن   - أ 01 1iz iz+ = −  
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  عدد حقيقي0zاستنتج أن   - ب

  أحسب -أ -2
1 tan
1 tan
i
i

α
α

+
−

ie  بدلالة  α  

tanzنضع   - ت θ= حيث ;
2 2
π πθ  ∈ −  

)عادلة استنتج حلول الم.    )E  

       16تمرين 

)                  الحدودية نعتبر في          ) ( ) ( )3 2- -3+2i z + -6+4i z-8iP z iz=                 

)  المعادلة حل في-1        ) 0P z   .حقيقيا  حلا علما أنها تقبل=

) المعادلة صور جذورC وB وA لتكن -2        ) 0P z   . قائم الزاويةABCين أن المثلث ب.  =

         17تمرين   

)            الحدودية نعتبر في      ) 3 2P z =z -(-1+4i)z +(2-12i)z-20-12i  

  36i + 27-   للعدد حدد جبريا الجذرين المربعين  -1    
) بين أن المعادلة-2     ) 0P z   .تقبل حلا تخيليا وحدده =

)     المعادلة حل في-3     ) 0P z =  

)صور جذور المعادلةC وB وA لتكن -4     ) 0P z =  

  قط مستقيمية نCوBوA     بين أن 
 تمرين 18

) المعادلة      في  نعتبر              ) ( ) ( )2: 2 1 cos 2 1 cos 0E z zθ θ+ + + + [    حيث = [;θ π π∈ −   

  (E) المعادلة حل -1
 )θناقــش حسب قيم   ((E)المعادلـة و عمدة جدري  أحسب معيار  -2

     تمرين 19

iuوivد الجذور المكعبة للعددين  حد -1 83 =+=  

)المعادلة      حل في -2 ) ( )2 3 9 8 1 3 0z i z i− + − − =        

)       استنتــــــــــج حلــــــــــول المعادلة   ) ( )6 33 9 8 1 3 0z i z i− + − − =      

 تمرين 20

5المعادلة   حل في -1   1 0z + =     

5     المعادلة جذور z4 وz3 وz2 وz1 وz0  أنشئ صور  -2   1 0z + =          
 z0+ z1+ z2+ z3+ z4   0=       بين أن -أ

 استنتج أن -      ب
2 4 1cos cos
5 5 2
π π
+ = − 

   تمرين 21

ــــــــــثي الحلول الثلاثة لكل من المعادلتين أآتب على الشكــــل المثلـ -1
2

3 3
i

z e
π

و   =
2

3 3
i

z e
π

−
=   

)المعــادلة  حل في -2 ) ( )6 31 1 1 0z z− + − + =      

  22تمرين  

 نضع i لـلكل عدد عقدي مخالف   
( )z z i

u
z i

−
=

+
  

}اثبت أن  -1 } ( ) [ ]: arg arg 2arg 2z i u z z i π∀ ∈ − ≡− + uو أن         − z=    
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1 بين إذا آان-2    z=فان  u i= −    

  . تخيلي صرفu حيث M(z) حدد مجموعة النقط -3   
  23تمرين  

)     (E)             نعتبر المعادلة )2 1 22 sin 2 0z z i zθ θθ+∈ + − ]  حيث = [πθ 2,0∈  

    و أآتب الحلين على شكلهما المثلثي (E)حل المعادلة  -1
  (E)المعادلة   صورتي حلي B  و  Aفي المستوى العقدي نعتبر  -2
   مثلث متساوي الأضلاعOAB لكي يكون θ  حدد -3    

  24 تمرين  

) المعادلة        نعتبر في    ): 2 nn
nE z iz i= −    

   عدد  صحيح طبيعي غير منعدمn    حيث 
 (E2) المعادلة حل في  -1
3 أآتب آلا من العددين -أ -2 ; 1 3i i− −  .المثلثي   على الشكل+

31 استنتج أن -         ب i+  هو حل للمعادلة(E12)  

  (E1)  يحقق المعادلة z حيث M(z) في المستوى العقدي،حدد مجموعة النقط     –أ --3    
1   الشكل  تكتب على(En) استنتج جميع حلول المعادلة -ب ai+    حيث∈a.  

  25تمرين  

)      نعتبر   ) ( ) ( )6 4 2m-3 z -m 3z 9 -81  P z z= −     

)المعادلة حل في،m=0نفترض أن  -1 ) 0P z   . ثم أآتــب الحلول على الشكـلين المثلـثي و الجبـري =

  m=4نضع  -2
)  لكي يكون b  وa حدد العددين -أ         ) ( )( )2 4 29 zP z z az b= − + +             

) المعــادــة حل في  -    ب ) 0P z =   

3cos تحقق أن الحلول تكتب على الشكل-  ج      sin
3 3k
k kz iπ π

= +     

    26تمرين     

) الحـدودية              نعتبر في     ) ( ) ( ) ( )3 22 1 3 2 1 3 8 1 3P z z i z i z i= + − + − − +           

1بين أن العــدد  -1 1 3z i= ) حل للمعادلة + ) 0P z =  

)  المعادلةحل في -2 ) 0P z   )الجذرين الآخرين   z3و   z2ليكن (  =

و  z3 و     z2و  z1 الأعداد  العقدية  على التوالي صورD و C وB وAلتكن  -3
1

2
z

. 

   متداورةD و C وB وAبين أن النقط 
   27تمرين     
2 حدد الجذرين المربعين للعدد العقدي - أ-1 2 3i− −  

a.     حل المعادلة( ) ( ) ( )2: 3 3 2 1 3 0E z z i z i∈ − + + + =  

) نضع -2    ) ( )2 2
1 2u z z= ) هما   حلا 2zو 1z حيث + )E  

2 تحقق أن -3    2 3u i=   u ثم أعط الشكل المثلثي للعدد −
   عدد حقيقي سالب 2001uأثبت أن -4

   نعتبر في مستوى منسوب إلى معلم متعامد ممنظم-5    
)      مباشر )1 2; ;o e e النقط A و B و  C  1 و  2 صور الأعداد  العقدية 3i+ 3 و 3i+ على التوالي .  

   متساوي الأضلاعABC        بين أن المثلث 
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      28رين تم      

)    نعتبر المعادلة  )E                : ( ) ( )3 22 3 1 2 2 0z z i z i z i∈ + − + + − + − =  

)بين أن المعادلة  -1 )E1تقبل حلا حقيقياzمع تحديده   

8 حدد الجذرين المربعين لـ-أ -2 6i− + 

)  المعادلة    حل في  -ب )2 1 2 2 0z i z i+ − + + − =  

) للمعادلة 3z و 2zحدد الجذرين الآخرين  -3 )E.  

) أنشئ النقط -أ -4 ) ( ) ( )3 2 1; ;C z B z A z في المستوى العقدي.  

MA حيث          M لحق a حدد العدد -   ب     MB MC= = 
  

      29تمرين    
                         المعادلتيننعتبر في            

                                                              
( ) ( )
( )

2

3

1 2 0

2 2 0

E z i z i

F z i

+ + + =

+ − =
  

)حل المعادلة  -1 )E.  

1 تأآد أن -أ -2 1z i= ) جدر للمعادلة + )F2 ثم حدد الجذرين الآخرينz 3 وzدلة  للمعا( )F في  

  .       شكلهما الجبري
) حدد جذور المعادلة -ب )Fفي شكلها المثلثي .  

) حدد مجموعة النقط -3      )M z           2 حيث

3

a r g
2

z z
z z

π −
≡ − 

  

  30تمرين   
3 المعادلةحل في -1 1z   . و أآتب جدورها في شكلها المثلثي ثم الجبري=

) المعادلة نعتبر في -2 ) 3 2 11E z i= − 

0 تأآد أن -أ 2z i= ) حل للمعادلة − )E.  

)ل المعادلة  استنتج حلو-    ب )E 0 بوضعz tz= حيث   tعدد عقدي .  

    تمرين31

} بين أن    -1    } 1z iz i z
z i
−

∀ ∈ − − = ⇔ ∈
+

               

 استنتج أن حلول المعادلة   -2    
( )
( )

n
i

n

z i
e

z i
θ−

=
+

n* حيث حقيقية  آلها θ∈ ∈  

2  نضع -3    ;
4

n πθ= =  

2 المعادلة حل في  - أ 2 2
2 2

z i= +  

     استنتج حلول المعادلة -        ب
( )
( )

2

2
2 2

2 2
z i

i
z i

−
= +

+
     

  32تمرين  

)  نعتبر المعادلة  )Eالتالية   :( ) 2 2 2: cos 4 cos 5 cos 0E z z t z t t∈ − + − ; حيث =
2 2

t π π− ∈  
  

)حل المعادلة  -1 )E  
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)المستوى العقدي منسوب إلى معلم متعامد ممنظم مباشر  -2 ); ;O u v 

    1M 2 وM هما صورتا حلي المعادلة ( )Eفي المستوى العقدي   

; فيt عندما يتغير 2M و 1M    حدد مجموعة النقط 
2 2
π π− 

  
) و أنشئها في المعلم ); ;O u v  

  33تمرين    
)     في المستوى  )P العقدي منسوب إلى معلم متعامد ممنظم مباشر ( ); ;O u v   ،  

   المعرف بـ نحو التطبيق من f     ليكن 

                                               
( ) ( )

( )
( )

2

2
;

0 ;

z z z
f z z

z z
f z z

+
= ∈ −

−
 = ∈

  

) التطبيق في المستوى F   و ليكن  )P الذي يربط آل نقطة ( )M zبنقطة   ( )( )'M f z  

   مستقيميةM' وM و Oأثبت أن النقط  -1
)بين أن مجموعة النقط الصامدة بالتطبيق هي الشلجم  -2 )Γ2 الذي معادلتهy x= − 

)نضع  -3 )cos sinz r iθ θ= r* حيث + [      و ∋+ [; ;0;
2 2
π πθ π π  ∈ − − − 

 
  

) معيار و عمدة العدد θ حدد، حسب قيم -  أ )f z  

) ، الصيغة الجبرية للعددθ أآتب بدلالة -  ب )f z  

)رة المستوى  بين أن صو-  ج )Pبالتطبيق F هو الشلجم ( )Γ  

  F بالتطبيق M أعط طريقة لانشاء صورة -4
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)د ممنظم مباشر       المستوى العقدي منسوب إلى معلم متعام ); ;O u v . لتكن( )2 3A i− ) و + )1 3B i−  

 .  نقطتين

)نعتبر  )M z 2 حيث 3z i≠ −  نضع +
1 3'
2 3

z iz
z i
− +

=
+ −

  

) و الزاوية الموجهة z' حدد علاقة بين عمدة -أ -1 );MA MB  

   حدد و أنشئ  المجموعتين -ب

                                  
( ) ( ) ( ) [ ]

( ) ( ){ }
1

2

/ arg ' 2
2

/ ' 2

E M z z

E M z z

π π = ≡ 
 

= =
  

  2Eو1E للمجموعتين K حدد لحق النقطة المشترآة -2   
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