Le but de I'exercice est de montrer qu'il existeantier natureh dont I'écriture décimale du cube se termine pd92@’est-a-dire
tel quen®= 2009 mod 10 000.

Partie A

1 Déterminer le reste de la division euclidienne 8@ par 16.

2. En déduire que 2008"'= 2009 mod 16.

Partie B

On considére la suitel{ ) définie sulN par :u,= 2009° — 1 et, pour tout entier natumglu,, ;= (u, + 1)°>-1.
1.a. Démontrer quel, est divisible par 5.
b. Démontrer, en utilisant la formule du binéme de kawque :
pour tout entier naturel, u,.;=u,[u; +5 U+ 2u2+ 2u, + 1)
C. Démontrer par récurrence que, pour tout entierrabiyu , est divisible par 8%,
2.a. Vérifier que ;= 2009°*°- 1 puis en déduire que 2088= 1 mod 625.
b.  Démontrer alors que 208%*= 2009 mod 625.
PartieC
1.  En utilisant le théoréme de Gauss et les résuftitslis dans les questions précédentes, montre2@0@®° — 2009 est
divisible par 10 000.
2. Conclure, c'est-a-dire déterminer un entier natdoglt I'écriture décimale du cube se termine p@d2.

CORRECTION
Partie A
1. 2009 = 16x 125 + 9 donc 2 008 9 mod 16 donc 2 0G%= 9 mod 16 or 81 = % 16 + 1 donc 8 1 mod 16
le reste de la division euclidienne de 2 6par 16 est 1

2. 8000 =2x 4000 or 2 008°°= (2009? )* donc 2 009 °®°= 1*°°mod 16 soit 2 004°®= 1 mod 16
2 009% %= 2 009 %x 2 009 donc 2 009°*'= 2 009 mod 16.

Partie B
On consideére la suitel [ ) définie sulN par :uy= 2 009 — 1 et, pour tout entier naturelu, . ;= (u, + 1)°-1.

1.a. 2009=1 mod 5 donc 2 00%= 1 mod 5 donc 2 009- 1 est divisible par 51, est divisible par 5.

b. (a+b)®=(;)a’+(;)a‘b+(3)a’b?+(J)a’*+(Jab “+(Jb
(a+b)®=a’+5a*b+10a’b?+10a’b*+5ab*+b°
(a+1)°=a*+5a*+10a°+10a’+5a+1doncé+1)°~1=a’+5a*+10a®+ 10a’+5a=ala*+5a®+ 10a’+ 10a+5]
donc@+1)°-1=afa*+5@%*+2a”+2a+ 1) doncup.+1=u,[u’+5@U’+2u’+ 2u, +1)]

C. Vérification :u est divisible par 5 donc paf5%®. La propriété est vraie poar= 0

Hérédité : Montrons que pour tautle IN, siu, est divisible par 8" * alorsu . , est divisible par 32
u, est divisible par 8" * donc 5 diviseu, donc 5 diviseu? etdoncu? +5 U+ 2u’+ 2u, + 1)

donc il existe un entier relatiftel queu? +5 (u+ 2u’+ 2u, + 1) = 5q donc en remplagant :

u, est divisible par 8% *donc il existe un entier relatif Q tel que=5""*Q

en remplagant dans, . ;:Un+1=Up[U+5@UuZ+2u 2u +1)]=5""'x5Qq=5""?qQ

q Q est un entier relatif dong, , , est divisible par 32
La propriété est héréditaire donc est vraie poutrriae IN.

2.a. Vérifier queus= 2 009°°°- 1 puis en déduire que 2 088= 1 mod 625.

U= (Uo+1)°-1=(200%-1+1P-1=2009"-1

Up=(@U:+1)°-1=(2009°-1+1P-1=2009°-1

Us=(U,+1)°-1=(2009°-1+1F-1=2009°-1

D'aprés la question précédenti, est divisible par $donc par 625 donc 2 088 — 1= 0 mod 625 soit 2 008°= 1 mod 625.

b.  2009°°°=1 mod 625 donc (2 068°) **= 1 mod 325 soit 2 008= 1 mod 625 soit 2 008°°x 2 009= 2 009 mod 625
2 009°°°'= 2 009 mod 625

PartieC
1. 2 009° %= 2 009 mod 16 et 2 039°= 2 009 mod 625 donc 16 divise 2 G38'— 2 009 et 625 divise 2 068°*— 2 009
16 et 625 sont premiers entre eux doneB25 divise 2 008°°*— 2 009 soit 10 000 divise 2 06— 2 009.

2. Conclure, c'est-a-dire déterminer un entier natdoglt I'écriture décimale du cube se termine p@o2.

2 009°%*— 2 009= 0 mod 10 000 donc I'écriture décimale de 2 B¥dse termine par 2 009.

or 8 001 = 3x 2 667 donc 2 008°°*= (2 009° °®) * donc il existe un entier naturel : 2 008" tel que I'écriture décimale du cube se
termine par 2 009.



