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On considere la suite (I n ') définie pour n entier naturel non nul par : I, = I x"e* dx.
0

1.a. Soitg lafonction définie sur R par g(x) = xe Kt

) - e 1, - .
Démontrer que la fonction G définie sur R par G(x) = > h , est une primitive sur R de la fonction g.

b. En déduire la valeur de I ; .
N 1o S - . . - s 1 n+1
C. A I’aide d’une intégration par parties, démontrer que, pour tout entier n, supérieur ou égalal,ona:l, ., = Ee - % I,
c. La question 1. c. n’est plus au programme, on peut la remplacer par :
Dériver la fonction h définie sur R par h(x) = x"*' e* ?
1
En déduire une expression de I h'(x)dx en fonctionde I ,. et 1.
0
, . - S 1 n+1

Démontrer que, pour tout entier n, supérieur ou égalal,ona: ly., = Ee e I,
d. Calculer 15 et Is.
2. On considere I’algorithme suivant :

Initialisation ~ Affecter a n la valeur 1

s 1 1
Affecter au la valeur > e-— >
Traitement  Tantquen <21
Affecter a u la valeur
Affecter an lavaleurn + 2

Sortie Afficher u
Quel terme de la suite (I ,,) obtient-on en sortie de cet algorithme ?
3.a. Montrer que, pour tout entier naturel non nul n, I , > 0.
b. Montrer que la suite (I,,) est décroissante.
c. En déduire que la suite (I ,) est convergente. On note £ sa limite,
4. Dans cette question, toute trace de recherche méme incompléte, ou d’initiative méme non fructueuse, sera prise en compte

dans I’évaluation.
Déterminer la valeur de €.

CORRECTION

1.a. Siu estune fonction dérivable sur IR, la dérivée de e" est u’ e " donc G’(x) = > x2xxeX = g(x) donc la fonction G définie

1 o .
sur R par G(x) ZE e*” estune primitive sur R de la fonction g.

C et ' 11
b. |1=I Xexdx:I g(x)dx:(3(1)_(3(0):59_E
0

0

c. In+2:le”*lxxeX2dx:le”*lxg(x)dx
U (x)=g(x) u(x)=G(x) _ e 1 L "
SOIt{V(X)zle o= (n41) X" alors : .= [ G(x)]o—j0 (n+1) X" xG(x) dx

1

lnea=[ x"“e(x)];—j: (n+1) X" xG(x) dx doncln+2:G(1)—Io %(n+1)x” <X g(x) dx

1 1 ! . 1 n+1
lhio==e—-=(n+1 j X" g(x)dx soitl,.,= —e———1
2= 2( ) . g(x) 2= 7 > I

C. question modifiée

{u(x)zeX2 u'(x)=2xex2

X

donc h'(x)=2xxx"""e ’ +(n+1)x”e*2.

vx)=x"" v(x)=(n+1)x"
h'(x)= 2x"2e* +(n+1)x"e*".

1 1 2 2 1 1 2 1 2
I h'(x)dx:‘[ (Zx’”zeX +(n+l)x"e* )dx donc‘[ h'(x)dx:ZI x"t?e* dx+(n+1)J‘ x"e* dx
0 0 0 0 0

1
J' h()dx =2 1,.p+(n+1)1,
0



1
I h'(x)dx =h (1) - h (0) = e donc pour tout entier n, supérieur ou égalal,ona:2l,,,+(n+1)I,=¢e
0

doncZIn+2:e—(n+1)lndoncln+2:Ee——l

. T . 1 1+1 1 1 1 1
d. Sin =1, I’égalité précédente devient : ;= —e—;llz — e—-|—e—= |donclz;==.
2 2 2 2 2
. i . 1 1 1 1 1
Sin =3, I’égalite précédente devient : 15 = —e—S; l,==-e-2x=doncls=—-e-1.
2 2 2 2 2
, . <y . 1 n+1 . .
2. L algorithme calcule a I’aide de la relation I+, = Ee - I, pour les valeurs impaires de n.

o 1 19+1
La derniére étape est pour n=19, u prend la valeur > e-— 9+ u, etnprend lavaleur 19 + 2 donc 21

n = 21 donc I’algorithme s’arréte et affiche I ,;.

3.a. Pour tout entier naturel non nul n, la fonction x — x" e* * est continue (produit de fonctions continues) positive sur R, et1 >0

donc, pour tout entier naturel non nul n, I, > 0.

1 12 1 2
b. I"”_I":.[ x"teX dx—j x"e* dx

0 0

! n+1 x2 n ><2
lnse1—=1ln= x"et —x"e dx

0

1 2
In+1—ln:I x"(x=-1)e* dx

0
Pour tout entier naturel non nul n, la fonction x - x" (x-1) e ** est continue négative sur R, et 1 > 0 donc, pour tout entier

naturel non nul n, 1., -1, <0, lasuite (I ,) est décroissante.

C. La suite (I ,) est décroissante, minorée par 0 donc est convergente. Soit € sa limite.

4. Sur[0:1],0<x?’<1donc 1<e*’ <edoncO<x"e*’ <ex".
Ces fonctions sont continues sur R donc

1

x"dx doncO<lI,<e {L
n+1

1 1
Osj x”e*zdx sj x" edx soitOsInSeI

1
X"t doncO<l,<ex
0 0 0

0 n+1

lim = 0 donc d’apreés le théoréme des gendarmes : lim 1,=0

no+o N +1 n— +o




