Pondichéry Avril 2004

Exercice 1 (3 points)

1.

up,=0
Soitu la suite définie pars: . 1

pourtout entiernatureln, u,,; =
a. Calculeru,, , u, etus. On exprimera chacun de ces termes sous forme ftaction irréductible.
b. Comparer les quatre premiers termes de la s@tex quatre premiers termes de la swiéfinie sur N paw , = wh

n
C. A l'aide d'un raisonnement par récurrence, dérapgue, pour tout entier naturglu, =w,, .
2. Soitv la suite de terme généna| défini parv,, = 1n(T1] ou Indésigne la fonction logarithme népérien.
n

a. Montrer quev, +Vv, +Vvz=—1In 4.
b. Soit S, la somme définie pour tout entier naturel nonmpér : S, =v,; +v, + .... +v,. Exprimer S, en fonction den.

Déterminer la limite de $lorsquen tend vers o .

Exercice 2 (4 points)
Un joueur dispose d'un dé cubique bien équilibnét ds faces sont numérotées de 1 a 6, et deurmoes U, U , et U; contenant
chacunek boules, ok désigne un entier naturel supérieur ou égal a 3.
Il y a trois boules noires dans l'urne;lteux boules noires dans I'urne, Bt une boule noire dans l'urnestoutes autres boules
contenues dans les urnes sont blanches.
Les blanches sont indiscernables au toucher.
Une partie se déroule de la fagon suivante ;
le joueur lance le dé,
« s'il obtient le numéro 1, il prend au hasard un@lddans l'urne |y note sa couleur et la remet dans l'urng U
» s'il obtient un multiple de 3, il prend au hasang boule dans l'urne 4Jnote sa couleur et la remet dans l'urng U
* sile numéro amené par le dé n'est ni le 1 ni uhipleide 3, il prend au hasard une boule danad'ls;, note sa couleur et
la remet dans l'urne 4J
On désigne par A, B, C et N les événements suivants

A :"le dé ameéne le numéro 1"

B : " le dé améne un multiple de trois "

C : " le dé améne un numéro qui n'est ni le 1 ninuftiple de trois "

N : " la boule tirée est noire "

1. Le joueur joue une partie :

a. Montrer que la probabilité qu'il obtienne une leowoire est égale %?

b. Calculer la probabilité que le dé ait amené $adhant que la boule tirée est noire.

C. Détermineik pour que la probabilité d'obtenir une boule neé supérieure élz— .

d. Détermineik pour que la probabilité d'obtenir une boule neog égale as% .

2. Dans cette questiokgst choisi pour que la probabilité d'obtenir unalb noire en jouant une partie soit egalgba.

Le joueur joue 20 parties, indépendantes les usaudies.
Calculer sous forme exacte puis arrondie 2% & probabilité qu'il obtienne au moins une fai oule noire.
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Exercice 3 (8 points)

Partie A. Etude d'une fonction auxiliaire

Soit¢ la fonction définie sur Rpar: ¢ (X) = (x?+x+ 1) € *— 1.
1.a. Déterminer les limites dé en —o et en +oo,

b. Etudier le sens de variation depuis dresser son tableau de variation sur R.

2. Démontrer que I'équatidr(x) = 0 admet deux solutions dans IR, dont 'unesdamtervalle [ 1 ; +eo [, qui Sera notée.
Déterminer un encadrement d'amplitude 16ea.

3. En déduire le signe d€x) sur Ret le présenter dans un tableau.

Partie B . Etude de la position relative de deux agbes et calcul d'aire
Sur une feuille annexe, page 5, sont tracées lebes représentatives de deux fonctibety. Les fonctions etg sont définies sur IR

par: f(X)=(2x+1) e etg(X) = %
X“+x+1

Leurs courbes représentatives dans un repére ornhb(O ;i , j ) sont notées @t Cs.

1. Démontrer que les deux courbes passent paiiiéAae coordonnées (0, 1) et admettent en cet pepiméme tangente.
2.a. Démontrer que, pour tout nombre r&gl f (x) —g(x) = (2x2+—1)¢(1x)
X+ X+

ou ¢ est la fonction étudiée dans la partie A.

b. A l'aide d'un tableau, étudier le signefdg) —g(x) sur R.

C. En déduire la position relative des courbg®tCCq.

3.a. Montrer que la fonctioh définie sur Rpar: h(x) = (- 2x—3) e *—In (x?+x + 1) est une primitive sur IR de la

fonctionx - f (xX) —g(x) .
b. En déduire l'aire A, exprimée en unités d'aire,lal partie du plan délimitée par les deux coulBe®et C, et les droites

. . 1 . - :
d'équationx = — 3 etx = 0. Donner la valeur exacte puis la valeur arr@adL0 * de cette aire.

1,5 1

0,5 -

P

0,5 -
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Exercice 4 (5 points) obligatoire

Partie A

1. Résoudre danghsemble des nombres complel'équation z%>—2z+ 4 = 0.

Les solutions seront notéeset z', Z désignant la solution dont la partie imaginais¢ gositive, Donner les solutions sous for
algébrique puis sous forme exponentielle.

2. Donner la valeur exacte d& Y ?**sous forme exponentielle puis sous forme algébri

Partie B

Le plan complexe est muniutii repére orthonormal direO ;0 , V) (unité graphique : 2 cm).

1. Montrer que les points A d'affixe 1it/§ et B d'affixe 1 -,/ 3 sont sur n méme cercle de centre O dont on précise
rayon.Tracer ce cercle puis construire les points A

. . . L1 . .
2. On note O' I'i'magdu point O par la rotatior ; de centre A et d'anglez et B' limage du point B par la roionr , de centre

A et d'angle +g Calculer les affixes des points O' et B' et corigtraes point:
3. Soit | le milieu du segment [OB].
Que peubn conjecturer pour la droite () dans le triangle AO'B' ?

a
b. Calculer I'affixe du vecteuAl . Montrer quel'affixe du vecteurO'B' est égale a;ﬁ —1.
c La conjecture émise a la questiora3es-elle vraie ?

Exercice 4 (5 points) spécialité
L'espace (E) est muniudi repére orthonormal 1;i , j , k ). On considére les points A(0 ; 5 ;&)B(C; 0 ; 10).
1. Dans cette question, on se place dans le p, d'équationx = O rapporté au repére (C | ,E). On note C le cercle de

centre B passant par A.
Démontrer que la droite (OASst tangente au cercC.

2. On nomme %$a sphére engendrée par la rotation du ceC autour de l'axe (£) etl" le cdne engendré par la rotation d«
droite (OA) autour de l'axe @

a. Démontrer que le cofeadmet pour équatio: x? +y?=z2

b. Déterminer l'intersection du cOheet de la sphé S.

Préciser la nature de cette intersectiosest éléments caractéristiqt

C. Illustrer ces objets par un schéma dl'espace.

3. On coupe le conie par le plan P, dguationx = 1.

Dans P, l'une des trois figures dessous représente cette intersection. ldentifidte cfigure en donnant les justificatic
nécessaires.

4. Soit M &, y, 2) un point du coné& dont les coordonnées sont des entiers relatifsnudsr Démontrer qux ety ne peuvent
pas étre simultanément impairs.

Figure 1 Figure 2 Figure &
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CORRECTION

Exercice 1 (3 points)

1 1 1 2 1 3
l.a u;= = — U= = — Usz= = —
2-Ug 2 2-u,; 3 2-u, 4
b. Up=Wqo U3 =Wz, Uy =Wp Uzg=Wg
C. Pourn=0 ;ug=wy,
Montrons que pour tout n d& si au rang tel queu, =w,, etalorsu, .1 =Wp .1,
n n+2 n+1) +1
Upsep= oru,=wpet2-wp,=2—-——— = doncZ—wn:( ) = L
-u, n+l n+l n+1 Wp i1

donCup+1=Wp41.
La propriété est vraie au rangt 1 donc vraie pour toutdeN

1 2 3 1 2 3
2.a. Vit+tvy+vz=In=| +In|=]| +In|—=| doncvy+Vv,y+Vvz=In| =x —x—
2 3 4 2 3 4

1
Vi+Vy+vz=In Z doncvy+Vv,y,+vy=—1In4.

b. Sn:In1 +Ing +...+InL donc § =In 1><E><...>< n
2 3 n+1 2 3 n+1

Sh= In(i] donc S =-Infh+1)

n+1
im (n+1)=+cwet Iim Inx=+cwdonc lim S,=-ow

n- +oo X —» + 00 n- +oo
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Exercice 2 (4 points)

1l.a. L'événement N se décompose en 3 événementsndisjoi

"le joueur a obtenu le numéro 1 et la boule tirédwne 1 est noire" événement-NA

"le joueur a obtenu un multiple de trois et la leatilée de I'urne 2 est noire" événement I8

“le joueur a obtenu un numéro qui n'est ni le @immultiple de 3 et la boule tirée de I'urne 3reste” événement M B
doncp(N) =p(Nn A)+p(Nn B)+p(Nn C)

PN n A) =p (N /A) x p(A) Orp(A):%

N / A correspond a I'événement "choisir une bowleendans I'urne 1"

L'urne 1 contienk boules et 3 boules noires dgu®l / A) = % doncp(N n A) = %XE = 2_1k
P(N n B) =p (N /B)xp(B)

Il'y a 2 multiples de trois possibles : 3 et 6 dp(8) = %

N / B correspond a I'événement "choisir une booleendans l'urne 2"

L'urne 2 contienk boules et 2 boules noires dgu(®l / B) = E doncp(N n B) = %XE = 3_2k

P(N n C)=p(N/C)xp(C)

On a un numéro qui n'est ni le 1 ni un multipletrdés : soit 3 possibilités : 2 ; 4 ; 5 dop(C) = %
N / C correspond a I'événement "choisir une bouleerdans 'urne 3"
L'urne 3 contienk boules et 1 boules noires dgu®l / C) = % doncp(N n C) = %X% = 2_1k
P(N) =p(Nn A)+p(Nn B)+p(Nn C)doncp(N) = 1 + 2 + 1 doncp(N) = >

2k 3k 2k 3k

1
PNnA) _ 2k _ 1 3k _3
p(N) 5 2k 5 10

3k

b. p(A/N) = soitp(A/N) =0,3

C. p(N)>% = 3—‘1 >% ork>0donqo(N)>% =10>3Kk = 32k>00rk23doncp(N)>% = k=3

A pN)= = o > =L _ 5x30=3k- k=50
30 3k 30
2. On a une succession de 20 épreuves aléato@mesgdes et indépendantes, chacune d'elles a gsues :

* on obtient une boule noire en jouant une pape %)

e onn'obtient pas une boule noire en jouant uneep@t 1 —p = %)

donc la variable aléatoire X qui compte le nomteebdules noires obtenues suit une loi binomialpatamétres (20p) et P(X =k)

_ (Eo)pquo—k
la probabilité que le joueur obtienne au moins fareune boule noire est égale a fh X = 0)

29) 2
doncp=1-9*°=1 —(%j doncq = 0,492
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Exercice 3
Partie A. Etude d'une fonction auxiliaire

l.a. ¢(x)=x%e* (1+1 +i2j -1
X X

lim x%*e™=0et lim (1+1+i2] =1donc lim ¢(x)=-1
X —» +o00 X —» +o00 X X X —» +o00

lim e*=+wet lim x?’=+wdonc lim x%e”

X —» —o0o X —» —oo X —» —oo

X X

=+

lim (1+1+i2] =1ldonc lim ¢(X) =+

X >~ X X X » —00

b. &) =Kx3+x+1)e*-1.

les fonctionsx - x?+x + 1 etx — e * sont définie dérivable sur IRdonc leur produisiwlonap est définie dérivable sur IR.
P'() = @2x+1)e*—e*(x2+x+1)

0'(x) = e (x—x?)

d'(X)=e*x(1-X)

Une exponentielle est toujours positive dgi®) a le méme signe que(1 —x)

X — 0 0 1 + oo
X - 0 + +
1-Xx + + 0 -
o0 | - 0 * o -
=
+ o0 / se’- 1\
o \
0 -1
2. La fonctiond est définie continue, strictement décroissantd sup ; 0] et strictement croissante sur [0 ; 1] done=i0 ; etx

<1 alorsf(x) > 0 ; six = 0 alorsp(0) = 0 donc I'équatiot(x) = 0 admet une seule solution danse§ +1].

La fonctiond est définie continue, strictement décroissantdisuroo [; ¢ ([1;+[)=]-1;3e'-1]
00¢ ([1;+[) donc I'équatio(x) = 0 admet une seule solutiardans [1 ; +eo [.
Donc I'équationp(x) = 0 admet deux solutions dans IR, dont l'ardans l'intervalle [ 1 ; +o [.

¢ est strictement décroissante sur [ 19 ;¢ (a) =0
$(1,79) > 0 eth(1,80) <0 donc 1,79 & < 1,80

3. ¢ est strictement décroissante sur [ 19 ;¢ (a) =0

donc si I=x <a alors$(x) > 0

six>a alorsg(x) <0

d'aprés la question précédentes 3i0 ; etx < 1 alorsd(x) > 0 ; six = 0 alorsp(0) = 0
d'ou le tableau des signesdie

X — 00 0
¢ (%) + 0 +

ol
|

Partie B . Etude de la position relative de deux agbes et calcul d'aire
1. f(0)=1letg(0)=1
f'=2€e"-e*2x+1)dond'(X) =e (- 2x+ 1)
f'0)=1
2(X%2+x+D)-2x(2x+1)
(x2+x+1)°2

g =
g0) =1

Les tangentes aux deux courbes en A passent paoi B2 méme coefficient directeur 1 donc sontfondues.
Les deux courbes passent par le point A de cooglm(0, 1) et admettent en ce point la méme taagent

2x+1

2.a. f(0-g()=@2x+1)e"~—
X“+x+1

F(9 —g(x) = (2x + 1) [e‘x - ;]

X2 +x+1
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f(x) —g(x) = @x+1) ¢ ()

X2+ x+1
b. x*+x+ 1 = 0 n"admet pas de solution réelle dohe x + 1 est toujours strictement positif.
X — 00 -0,5 0 a + o
2x+1 - 0 + +
(I)(X) + + 0 + 0 —
f(x) —g(x) - 0 + 0 + 0 -

c.  Soit M un point de ¢ d'abscisse, yy = f (x). Soit P le point de {d'abscisse, y» = g()
ym—=Yp=F(X) —g(x) donc

X — 0 -0,5 0 o + o
Yyu=Ye | - O + 0 + 0 -
Sur]—e ;—0,5[ alors ¢ est en dessous dg,C
Sur]—-0,5; 0 [ alors Cest au dessus de,C
Sur] 0 ;a[alors G est au dessus dg,C
Sur]a; +o [alors G est en dessous dg,C
Les courbes se coupent aux points d'abscisses;-0@&t.
2x+1

3.a. hest définie dérivable sur Rg{x) =—2 e —e (- 2x—3) —

X2 +x+1

hp) = e (2x + 1) - —= XL
X“+x+1

=f(X) —g(x) , donch est une primitive sur Rde la fonctian- f (x) —g(x) .
b. Sur[-0,5; 0], Gest au dessus dey@Gonc A :J- OO (f(x) = g(x))dx=h(0) —h(- 0,5)

-05
h(0) = -3 eh(-0,5) =—2 & —1In (0,75)

A=-3+2é&°+In(0,75)
A =0,0098u.a.
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Exercice 4
Partie A

1. A=4-4x4=-12=(2i3 ) doncz=1+i,3 ouz=1-i,3

|z'|:2etarg':§+2kn(kDZ)doncz':2ei5

LT
iz

z'etz" sont des complexes conjugués dont |=2 etarg" = —1—; +2km(kkOZ)doncz" =2 e 3
; 20047 ; 20047 )

2. @')*%=2%%¢e 3 0or2004=3668donce 3 =¢€'°®"=1doncg') =22

Partie B

1. |z'|=k"|=2donc OA=0B =2

Les points A d'affixe 1 +\/§ et B d'affixe 1 -,/ 3 sont sur un méme cercle de centre O de rayon 2.

2. r  admet pour écriture complexez:— (1 + i\/?) = efiE [z—-(1+ i\/? )
soitZ=—iz+1+,/3 +i(-1 —\/3) donc le point O est transformé en le point Ogted .z =1 + i\/E +i- \/E
O‘apouraffixe:l—\/g +i(1+\/§)

. T
r  admet pour écriture complexez:— (1 + i\/?) = elz[z—(l + i\/E)] soitz=iz+1 +\/§ +i(-1 +\/§)
donc le point B est transformé en le point B'lmequ-:i(l—i\/?)+1+\/§ +i(—1+\/§)
Zg=i+,43 +1+,3 +i(—1+\/§)donczB-:1+ 3 +i 3.B'ap0uraﬁixe:1+3’§ +i\/§
Ol
x\

Bl

B

3.a. Auvu du graphique, on peut supposer que (Al)aebauteur issue de A du triangle AO'B'.

b. R 143 (1+i)3)

1 /3 — . . .
| a pour affixe= (zo + zg) = = —i—— donc Al a pour affixez, —z, soit = — i——
p 2(0 B) 5 5 p 1—ZA > 5
3,3
2

soit Al a pour affixe . i—

OB’ a pour affixeg — 2o soit1+2\/§ +i \/_ —[1—\/3 +i(\/§ + 1)] doncO'B' a pour affixez\/g —i

— — 3,/3 — — 3 33 — —
c. O'B'.A|:—%x3f— > x(—1)donco'B'.A|:—3\/_T+T\/_soit0'8'.A|:o

La conjecture émise a la questiora3est vraie.
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Exercice 4 (5 points) spécialité
1. A est un point du cercle de centre B de rayonddBc pour montrer que (OA) est tangente au ceéZclié suffit de vérifier
gue la droite (OA) est perpendiculaire en A a (AB).

OA =57 + 5k donc a pour coordonnées (5 ; 5) dans le repere (& ).
AB =—5] + 5k donc a pour coordonnées (- 5 ; 5) dans le re@@rg (K ).

OA.AB=-5x5+5x5=0
donc la droite (OA) est perpendiculaire en A a (AB)
La droite (OA) est la tangente en A au cercle C.

2.a. OAa pour coordonnées (5 ; 5) dans le repéreT(OZ;) donc A est un point de la droite d'équatjon z du plan R donc (

k ;OA) a pour mesure}.

R . . . . s
I est le cone engendré par la rotation de la d(@i#&) autour de I'axe (€) donc a pour équatiox? +y? = tanz z?
soitx? +y?=z2

b. S est la sphére de centre B de rayon AB

doncx? +y? + (z-10)* = 5% + 57

S a pour équatior® +y? + (z—10)? = 50

Le conel” admet pour équation x2 +y?=z?donc leur intersection vérifie? + y? + (z—10)> = 50 etx > + y? = z?2

- 2%+ (z-10)?=50 etx> +y? =72

 27z?-20z+100 =50 ex? +y? = z?

~ (z-5)%=0etx?+y?=2z?

- z=5etx’+y?=25

on a l'intersection du cylindre de révolution autda |'axe (@) d'équationx? +y? = 25 et du plan d'équatiar 5 perpendiculaire &
I'axe (Q¥) ; on obtient donc un cercle de centre le pointetsection de I'axe @ et du plan et de rayon le rayon du cylindre, kit
cercle de centre (0 ; 0 ; 5) et de rayon 5.

C.
3. L'axe (@) du cOne est paralléle au plan d'équatienl

Compte tenu des figures : l'intersection d'un @ad'un cone est :

. un cercle si le plan est perpendiculaire a I'axed@he, ce qui n'‘est pas le cas

. deux droites sécantes si le plan contient I'axeéhe, ce qui n'est pas le cas

. une hyperbole si le plan de section est paralktietesment a I'axe du céne ce qui est le cas

Donc l'intersection est représentée par la figure 3

4. six ety sont simultanément impairs, il existe deux entietatifsn etp tels quex=2n+lety=2p+1
doncz?=4 (n*+p?+n+p)+ 2 doncz?=2 [4]

or z est un entier relatif donc on a soit

z=0 [4] doncz®=0 [4]

z=1[4] doncz®=1 [4]

z=2 [4] doncz®=0 [4]

z=3[4] doncz®=1 [4]

dans tous les caf n'est pas congru & 2 modulo 4 donc on ne peudymsx ety simultanément impairs.
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