Soit (u,) la suite définie par uy = — 1 et, pour tout entier naturel n, u, .+ =

a. Etudier les variations de la suite (u,)

w oM

En déduire que la suite (u,) converge et déterminer sa limite

. Y
Montrer que pour tout entier naturel n, u, = COSF .

1+u,
2

Monter que pour tout entier naturel n différent de O, u , est bien défini et est compris entre 0 et 1

CORRECTION

Préambule : u,+; = f(u,) ou f la fonction définie sur

[0;+ o[ parf(x)= / “TX , il faut donc étudier le sens de

variation de la fonction f.

e X
La dérivée de ﬁ est

1
avec u(x)= +T donc

1
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, [L+x 41+x
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u'(x)=% doncf’(x) =

. - 1

f est strictement croissante sur [0 ; + oo [, et f(0) = -
1

donc pour tout x>0, f (X) > —

2

1. Récurrence :
Initialisation : u; est bien définietu; =0donc0<u;<1

Hérédité : Montrons que pour tout n de N*, si u , est bien
défini et 0 <u, <1 alors U, est bien définiet 0 <u,.; <
1

1 1+u,

0<up<1donc Es <1 donc u,. est bien défini

La fonction f est strictement croissante sur [ 0 ; + oo [, donc

f(0)<f(u,)<f(1) SOit%SUn+l§l

La propriété est donc héréditaire.

Conclusion : la propriété est initialisée et héréditaire donc
pour tout n de N*, u,, est bien définiet0<u,<1

2. a. Récurrence :

Initialisation : u;=0etu, = donc upg<u;<u,

1
2
Hérédité : Montrons que pour tout n de N*, si U < Up+1

alorsun.1<Ups2

La fonction f est strictement croissante sur [ 0 ; + oo [, donc
FUR)<F(Uns1)SOitUpsr<Upsr

La propriété est donc héréditaire.

Conclusion : la propriété est initialisée et héréditaire donc
pour tout n de N*, U, <Up+;

De plus ug <uy donc pour tout nde N, u, <up+1, la suite
(u,) est croissante.

b. La suite (u,) est croissante, majorée par 1 donc la
suite (uy, ) converge vers un nombre compris entre O et 1.
La limite de la suite est solution de I’équation f (x) = x donc

dex=/1+—x.
2

XZ:HTX donchz—x—1:Odoncx:1oux:—%

. . 1 .
La suite (u,) converge soit vers — > soit vers 1 or elle
converge vers un nombre compris entre 0 et 1 donc vers 1.
3. Récurrence :
. . T
Initialisation : ug=—-1doncug=cos = COSF

Hérédité : Montrons que pour tout n de N*, si u, = cosz—ﬁn

T
alorsu 4+, =c0s ——.

n+1

T
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1+cose=2coszg doncl+cosz—ﬂn =2C0s

2
Cos F

n e Ndoncn+1>1 donc pour tout h de N,
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OS n+1 S_
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T
donc cos—— >0
2 n+1

Y
1+ cos—

2" 2 T T
T= COosS W=COSW

doncu,+1=co

donc

S2n+l )

Conclusion : la propriété est initialisée et héréditaire donc

pour toutnde N, u, = (:osz—ﬁn



