Amérique du Nord, 1996

On désigne pam un entier naturel supérieur ou égal a 2.

On imaginen sacs de jetonsSS,, ., S,. Au départ, le sac Scontient 2 jetons noirs et 1 blanc, et chacunadies sacs contient 1
jeton noir et 1 jeton blanc. On se propose d'étuddgolution des tirages successifs d'un jetorcee sacs, effectués de la facon
suivante :

Premiére étape : on tire au hasard un jetonde S

Deuxiéme étape : on place ce jeton dapseSon tire, au hasard, un jeton dg; S

Troisiéme étape : aprés avoir placer dapteJeton sorti de § on tire, au hasard, un jeton de 8t ainsi de suite.

Pour tout entier naturéltel que 1<k < n, On note K I'événement "le jeton tiré de Bst blanc”

1: Déterminez la probabilité de;Enotée P(E), et les probabilités conditionnelles : B(EE,) et P(E /E_l)

Déduisez-en la probabilité de;fotée P(E).
Pour tout entiek tel que 1 <k < n, la probabilité de Eest noté,.

Justifiez la relation de récurrence suivarnpg ;1 = épk + %
2: Etude d'une suitaug).
1

On note () la suite définie par

pourtoutentierk 21, u, .4 :%u K +%

On considére la suite ) définie par, pour tout élémekte IN*, v, =u,— 0,5.

Démontrez que la suite ) est une suite géométrique.

Déduisez-en I'expression dg en fonction dek.

Montrez que la suitau() est convergente et précisez sa limite.

3: Dans cette question, on suppose igeel0. Déterminez pour quelles valeurkden a : 0,4999 < 0,5

CORRECTION

Le sac S contient 2 jetons noires et 1 jeton blanc. et teasautres sac contiennent un jeton noir et hjbtanc.
Ey est I'événement " le jeton tiré du $aest blanc"

1l:a) D'apres le texte; on zp(El):% ;p(EzlEl):g ;p(EZ/E_l):%

D'aprés la loi des Probabilités Totales ; on a d@{E,) =p(E»/ Ey) x p(E1) +p(E2/ E; ) p(E;)

2 1 1_2 . 4

Ey))=— x—=-+ = x — soitp(E,) = —

P(E>) 337373 P(E>) )
b) Sip est la probabilité de E la probabilité de I'événement contraire deekt alors 1 py.

Or ; d'aprés le principe de tirage des jetonsa on
2 — 1
P(Ek+1/ EW) = 3 etp(Ex+1/ Ey ) = 3
donc, toujours d'apres la loi des probabilitéslésteon a :

— — 0 2 1
P(Ek+1) =P(Ex+1/ E) X P(EW) + P(Ex+1/ Ek)Xp(Ek)=§ pk+§(1—pk)

p :lp +E
k+1 3 k 3

2:a) Pourkentier quelconque > 1 ;0N &+ =Ugs1— 5 d'aprés la définition de la relation entre lesesu(i,) et (/).

Vi1 = %uk + % —% d'apres la définition de la relation entrg, ; etuy.

1 1 1 1 1 . 1
Vi+1= —Ux—— doncvy,1=—= |u, —= | en mettant= en facteur, soi,,;== Vv
k+1 3 k 6 k+1 3 ( k 2] 3 k+1 3 k

. o N . . . . P 1
La relation qui vient d'étre démontrée entge; etvy que cette suite est bien géométrique de ra%son

b) On connait I'expression du terme général d'indiea fonction den d'une suite géométrique.
Dans le cas de la suite,] ; on peut alors dire que pour tdut 1 ; ona v, =v;q*"*. Commev, = % - % = —% ; on peut alors
. 1 (. 1 1 1
dire que vy=——=Xx | = =—— —— doncvy=————
6 (3 6 3k? 2x 3K

. . 1
De la relation entre etv ; on obtient alorsuy, = v + P



Ug=— 1 +1 doncu -1 1—i
T ax3k 2 2T 3k
Onsaitque s§>1, lim q*=+wdonc lim 3%=+c donc lim (1—%) =1
kK - +o S+ K - +0c0 3
. 1 1
lim ux= = donc (1) converge vers-.
JERFIPSY 2 2
3: La relation 0,4994 p, < 0,5 ; donne, d'aprés I'expressionugeen fonction de ; en remarquant que cette suite n'est rien
d'autre que la suitey.
0,4999< 1 1—i <05
2 3k
donc 0< 1 - =0,0001
2x3
0<3%et 3> 5000
In 5000
k>
In3
5000 _ 7 75 dond> 8
In3

Commen = 10 ; les valeurs desolutions sont 8 ; 9 ; 10 .



