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L’objet du probléme est de montrer que, pour n trés grand, n ! est comparable a

n

m:
=

A cette fin on introduit la suite obtenue en faisant le quotient de ces deux quantités.
A I’aide de fonctions étudiées dans les parties | et I11 on montre d’abord que cette suite a une limite positive ou nulle (partie I1), puis que
cette limite est strictement positive (partie 1V).
nle"
n" J_n

Partie | Etude du signe d’une premiére fonction auxiliaire

Soit donc la suite (u,,) définie pourn>1par:u,=

Soit f la fonction définiesur] 1; + o [par:f (x) =

1+In(x—1)—|n X.
X=3

1
4x(x-1)(x-1)%"

1. Calculer la dérivée f' de f et vérifier que, pour tout xdans]1;+w[ona:f'(x) =

Calculer la limite de f (x) quand x tend vers 1.
Montrer que la limite de f (x), quand x tend vers + « est égale a 0.
Dresser le tableau de variation de f sur] 1 ; + oo [. En déduire le signe de f (x) pour xdans]1; + o [.

Tracer la courbe représentative de f dans un repére orthonormal (O 0, ) (unité graphique : 4 cm).
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Partie 11 Etude de la convergence de la suite (u,)
Soit (v,) la suite définie pourn>1parv,=1In(u,).

l.a. EnremarquantqueIn(n!)=In(1) +In(2) + ... +In(n), que, pour toutentiern>2,ona:v,—V,_1 = ( n —% jf (n)ouf estla

fonction étudiée dans la partie |.
b. Etudier le sens de variation de la suite (v ), puis le sens de variation de la suite (u,).
2. Montrer que la suite (u,,) converge vers un réel positif ou nul, noté ¢.

Partie 111 Etude du signe d’une deuxiéme fonction auxiliaire

S S
SXZ(X—lj
2

Soit g la fonction définie sur [2 ; + o [parg (x) = (X) + ,ouf est la fonction définie a la partie I.

. . —-7x*+16x-4
1. Calculer la dérivée g' de g et vérifier que, pour tout x dans [2 ; + "(x) =
g'deg que, p [2;+>[g () 20X (x-1) (x=3)°
2. Dresser le tableau de variations de g, calculer la limite de g (x) quand x tend vers + o et en déduire que, pour tout x dans [2 ; + o [,

g (x) est strictement positif. (On ne demande pas de tracer la courbe représentative de g.)

Partie IV
Cette dgrniére partie a pour but de montrer que la limite € de la suite (u,) est un réel strictement positif.
1. Etude d’une suite auxiliaire

k=n

. . P 1

Soit (w,,) la suite définie pour n > 2 par w, = Z PER

k=2

. 1 ko1
a. Montrer que, pour tout entier k> 2, ona: Wz < j = dx. (2)
k-1
S "1
b. Déduire de (2) I’inégalité, pour n entier supérieur ou égal a 2, w,, = Z e < I = dx (3).
1
k=2
Interpréter graphiquement les inégalités (2) et (3).
n
. - IR 1
c. Pour n entier supérieur ou égal a 2, calculer I M d x et montrer que w, < 1.
1
d. Montrer que la suite (w ) converge vers un réel w vérifiant w < 1.
2.a. Alaide de I’égalité (1) établie dans la partie 11 et en utilisant le signe de la fonction g étudiée dans la partie 111, montrer que, pour
. 1
toutentierk>2,0na:vy—Vy_1=>— e
- . 1

b. En déduire que, pour tout entiern>2,0na:v,>— an +1

c. Montrer enfin que la limite € de la suite (v ) est supérieure ou égale a 3 et donc est strictement positive.



CORRECTION

Partie |
1. festIasommedefonctionsdérivablesdoncfestdérivablesur]1;+oo[etf’(x):( _{)2 11——
-1 X
2
— — — — — — _1y)2
Fr(x) = 1 2+x (x-1) _ 1 4 1 x(zx 1) N (x=3%) :
(x=%) x(x=1)  (x=3)" x(x-1) (x=-3)"x(x-1) x(x-1)(x-3)
1
2
, -x%+x XomX+y 1
f(x)= 5 + > donc 5
(x=%)"x(x-1) x(x-1)(x-1%) 4x(x-1)(x-3
2. limx-1=0 et lim Inx=—codonc lim In(x—1)=—oor lim —— =X et lim Inx=0donc lim f(x) =
x— 1 Xx—> 0 Xx— 1 Xx— 1 X—% 2 x—> 1 x—> 1

3. f(X) ——+In(x-1)—Inx = — +In(x—_1j
X—1 X—-3 X

2

lim X—_lzldonc lim In(x—_lj:Oet lim
X

x> +o X X—> + o X— +o X—%

=0donc lim f(x)=0

2
4, x>1ldoncx—1>0etx(x—1) (x—%j >0doncf’(x)>0

X 1 + ©
f*(x) +

/
— 0

f est strictement croissante sur]1;+ o [et lim f(x) =0 donc pourtoutxde]l;+ o[, f(x)<O.

5. La courbe de f admet deux asymptotes d’équation x =1 ety =0en + oo,




Partie Il

l.a. n!=1x2x3x...xnorsiaethsontdeux réels strictement positifs ; In (ab) =Ina + In b donc :
In(n)=In@)+In(2)+... +In(n),

pour tout entiern>2,0na:

Vo=Inu,= In{%ﬁ] =ln(H+InEe")-ninn-Inn

N

vn:In(1)+In(2)+...+In(n)+n—(n+1jlnn

Visir=In (D) +In(2Q)+...+In(n-1)+(n-1)—(h-1) In (n—1)—£|n(n—1)

vn1:In(1)+ln(2)+...+In(n—1)+(n—l)—(n——jln(n—l)

vn—vn1:Inn+n—(n—1)—(n+%jlnn+(n—z)ln(n—1)

vn—vn1:1—(n—1)lnn+(n——jln(n 1)
2 2

f(n)= 1 +In(n—1)—|nndoncvn—vnF(n——}f(n)

n-s
b. pourtoutxde]1l;+w[,f(xX)<Oorn>2doncf(n)<0et ( n —% j> 0doncv,—Vv,_; <0donc lasuite (v,) est décroissante.
Va=In(u,)doncu,=e"" orv,<v, ;donce "< e "* soitu,<u,_;donc lasuite (u,) est décroissante.
2. La suite (u,) est décroissante a termes positifs donc est minorée par 0 donc la suite (u,) converge vers un réel positif ou nul.
Partie 111
1. g est la somme de fonctions dérivables donc g est dérivable sur] 1 ; + oo [

Soitu(x):xz(x—%) doncu’(x)sz(x—%j +x2:x{2(x—%j+x} =x(Bx-1)

_ 1 x(3x 1) _ 1 71)( (3x-1)
=100 S 57 T D (T 5 (x- D)
g,(x):Sx —34(3x—1)(x—21) 5x%-4(3x%°-4x+1) donc g°(x) = —37x2+16x—4 2

20x° (x-1)(x-1%) 20x% (x-1)(x-1)° 20x° (x-1)(x-13)
2. —7x*+16x-4=0

A=162—4x4><7=42><9doncx1=20ux2=%doncsur[2;+oo[,77x2+16x—4sOdoncg’(x)sO

lim f(x) Oet lim ———————=0donc lim g(x)=0

X—> +®© ~>+r5X2(X_lj
2

1 7
2)=f(2)+ — = — —In2
0@ =1+ 35 = 1= -In

X 2 + o
g’(x) +

9(2) \
0

g est strictement croissante sur [2 ; + oo [, et lim g(x) = 0 donc pour tout x de [2 ; + o [, g(x) > 0.




Partie IV

1. Etude d’une suite auxiliaire
a. Lafonctionx—>i2 est strictement décroissante sur] 0 ; + o [ donc si k> 2, pourtoutxde[k—l;k],izzk—l2
X X
. 1 . i . o1 ko1
k—1<ketlafonction x - — estcontinue sur] 0 ; + oo [ donc, pour tout entier k> 2, ona: k—zs j Fdx. (2)
X k-1
S 1 1 1.1 17° 1 1 2 1
b. w,= — =—5=—¢t j. —dx=| -= | =-=+1==doncw,< I —dx
~ k° 2° 4 1 oX X 1, 2 2 1 X
La propriété est vraie pour n = 2
: . . o 1 "1 nelo]
Montrons que pour n entier supérieur ou égal a 2, SIWHZZ — < I — dx alorswp,; < I — dx
— k2 1 X 10X
k=n n n+1 n n+1
Wn+1:Wn+;20r W, = izsj izdx e'[;2 I izdx doncwn”:_[ izdx+ j izdx
(n+1) ~ k 10X (n+1) nooX 10X nooX

n+l ] o e . .
doncw,,1 < j E dx, la propriété est héréditaire donc est vraie pour tout entier n > 2
1

Soit A le point de coordonnées (k ; 0) et A _; le point de coordonnées (k— 1 ; 0)
Soit B le point de coordonnées (k ; f (k— 1)) et By, le point de coordonnées (k— 1 ; f (k— 1))

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Sur I’intervalle [k — 1 ; k] Iaire du domaine compris entre I’axe des abscisses, la courbe de f et les droites d’équation x = k — 1 et x = k est
supérieure a I’aire du rectangle Ay_; Ay B¢ By_1.

L aire du domaine compris entre I’axe des abscisses, la courbe de f et les droites d’équation x = 1 et x = k est supérieure a la somme des
aires des rectangles Ay_; A By By_i1pour2<k<n-1

n n

c. I izdx:[—l} :—1+1doncwnsl—E <1

1 X |, n n

donc w1 >w,. Lasuite (w,) est croissante majorée par 1 donc (w,) converge vers un réel w tel que

5x2[x—1j
2

d. Whe =Wp+ ——
TN (n41)?

o
5X2(X—lj
2

pour tout entier k> 2, v —vy_; = ( k—% jf(k) doncvy—vy_1=—

w<1.
2.a. f()=9(x) - , Or pour tout x de [2 ; + oo [, g(X) > 0. donc pour tout x de [2 ; + o [, f (X) > —

1
5k?

. . 1
b. Montrons par récurrence que pour toutentiern>2,ona:v,>— oW +1.

vzzln(1)+ln(2)+2—2In2—%Inz :2—§In2

W, = 1 donc—lwn+1= D or2—§ln2:0,96etl—9 =0,95doncv22—1w2+1.
4 5 20 2 20 5

. 1 1
Montrons que pout toutn>2,siv,>— an+ l,alorsv,,1>— an+1+ 1.

5 SOItV,,. 1>~

\ —Vp2=— -
n+1 n 5(n+1)

[ )
W, +— | +
(n+1)

gl -~

;doncv >V —;soitv >—lw+
5(n+1)2 "I T 5 (ne1)? ey

1
orwy,+ =wn+1doncvn+1zf§wn+l+1,

_1
(n+1)°?



La propriété est héréditaire donc pour tout entiern>2, ona:v,>— =W +1.

c. La suite (w,) converge vers un réel w tel que w<1 donc lim — %wn+1=1— %w.
w<l donc—EWZ—l doncl—lwzﬂ
5 5 5 5

gl

La suite v, converge vers ¢, la suite ( -=w, +1) converge vers 1 — %w et pour toutn>2,v,>— %wn +1donc €>- %w +1

soit £ > g donc ¢ > 0.



