n est un entier naturel supérieur ou égal a 2.
1. Montrer que n et 2 n +1 sont premiers entre eux.

n

Onposea=n+3etB=2n+1etonnotedle PGCD de a et p.
Calculer 2 a — B et en déduire les valeurs possibles de 6.
Démontrer que o et B sont multiples de 5 si et seulement si (n — 2) est multiple de 5.

IS

3 On considére les nombres a et b définispar:a=n®*+2n*-3netb=2n?-n-1
Montrer, aprés factorisation, que a et b sont des entiers naturels divisibles par (n — 1).

4.a. Onnotedle PGCD den (n+ 3) etde (2 n+ 1). Montrer que 4 divise d, puis que 5 =d.
b. En déduire le PGCD, A, de a et b en fonction de n.
C. Application :

Déterminer A pour n =2 001 ;

Déterminer A pour n =2 002.

CORRECTION
1. (2n+1) -2 x n=1donc d’apres le théoreme de Bézout, n et 2 n +1 sont premiers entre eux.
2. Onposea=n+3etB=2n+1etonnotedle PGCD de a et p.

a. 20a—-B=2(n+3)-(2n+1)=5,
5 divise a et B donc & divise 2 oo — B donc 6 divise 5, & > 0 donc les valeurs possibles de & sont 1 et 5.

2n+1=0 [5] 2n=-11[5] 2n-4=-5 [5] 2(n-2)=0 [5]
a et B sont multiples de 5 si et seulement si (n — 2) est multiple de 5.

b. aetﬁmu,tip,esd%@{n%zo (5] @{nz—s[s]. @{n—25—5[5]. @{n—ZEO[S].

3. a=n(n?+2n-3)=n(n-1)(n+3)
b=2n’-n-1=(n-1)(2n+1)
n>2doncn-12>1donc aetb sont des entiers naturels divisibles par (n —1).

4.a. d=PGCD[n(n+3);(2n+1)]doncddivise2n+1etddivisen (n+ 3)
n et 2 n +1 sont premiers entre eux donc d divise n + 3
d divisen +3et2n + 1 donc d divise &

ddivisen+3et2n+1doncddivisen (n+3)etde (2n+1)doncddivised, d>0eté>0doncd=23a.

b. A=(n-1)PGCD[n(n+3);2n+1]=(nn-1)d

n — 2 est divisible par 5 < a et  sont multiplesde 5 donc6=d=5
dans tous les autres cas, & divise 5 et est différent de 5donc 8 =d =
sin=5k+2alorsd=5doncA=5(n-1)
sin#5k+2alorsd=1doncA=(n-1)

1

C. Application :
n=2001=5k+1donc PGCD(a;h)=1
n=2002=5k+2donc PGCD(a;b)=5

<n-2=0[5]



