Antilles-Guyane juin 2016

EXERCICE 1 5 points Commun a tous les candidats
Les valeurs approchées des résultats seront données a 10 ~* prés.
Les parties A et B sont indépendantes
Partie A
Un fabricant d’ampoules posséde deux machines, notées A et B. La machine A fournit 65 % de la production, et la machine B fournit
le reste. Certaines ampoules présentent un défaut de fabrication :
— a la sortie de la machine A, 8 % des ampoules présentent un défaut ;
— a la sortie de la machine B, 5 % des ampoules présentent un défaut.
On définit les événements suivants :
— A «I’ampoule provient de la machine A » ;
— B : « I’ampoule provient de la machine B » ;
— D : « I’'ampoule présente un défaut ».

1. On préléve une ampoule au hasard parmi la production totale d’une journée.

a. Construire un arbre pondéré représentant la situation.

b. Montrer que la probabilité de tirer une ampoule sans défaut est égale a 0,9305.

C. L’ampoule tirée est sans défaut.

Calculer la probabilité qu’elle provienne de la machine A.

2. On préléve 10 ampoules au hasard parmi la production d’une journée a la sortie de la machine A. La taille du stock permet de

consideérer les épreuves comme indépendantes et d’assimiler les tirages a tirages avec remise.
Calculer la probabilité d’obtenir au moins 9 ampoules sans défaut.

Partie B
1. On rappelle que si T suit une loi exponentielle de parameétre A (A étant un réel strictement positif ) alors pour tout réel positif a,

P(TSa):J' % M d x
0

a. Montrer que P(T >a) = e~*2,

b. Montrer que si T suit une loi exponentielle alors pour tous les réels positifs tetaona:
Pazy (T=t+a)=P(T=>a).

2. Dans cette partie, la durée de vie en heures d’une ampoule sans défaut est une variable aléatoire T qui suit la loi exponentielle
d’espérance 10 000.

a. Déterminer la valeur exacte du paramétre A de cette loi.

b. Calculer la probabilité P (T > 5000).

C. Sachant qu’une ampoule sans défaut a déja fonctionné pendant 7 000 heures, calculer la probabilité que sa durée de vie totale
dépasse 12 000 heures.

Partie C

L’entreprise a cherché a améliorer la qualité de sa production et affirme qu’il n’y a pas plus de 6 % d’ampoules défectueuses dans sa
production. Une association de consommateurs réalise un test sur un échantillon et obtient 71 ampoules défectueuses sur 1 000.

1. Dans le cas ou il y aurait exactement 6 % d’ampoules défectueuses, déterminer un intervalle de fluctuation asymptotique au
seuil de 95 % de la fréquence d’ampoules défectueuses sur un échantillon aléatoire de taille 1 000.
2. A-t-on des raisons de remettre en cause I’affirmation de I’entreprise ?

EXERCICE 2 3 points Commun a tous les candidats
On munit le plan complexe d’un repére orthonormé direct (O;u, V).

On note C I’ensemble des points M du plan d’affixe z tels que | z — 2| = 1.

1. Justifier que C est un cercle, dont on précisera le centre et le rayon.

2. Soit a un nombre réel. On appelle D la droite d’équation y = a x.

Déterminer le nombre de points d’intersection entre C et D en fonction des valeurs du réel a.

EXERCICE 3 7 points Commun a tous les candidats
Partie A

On considére la fonction f définie pour tout réel x par f(x)=xe'"
1. Calculer la limite de la fonction f en + oo,

XZ

e x?

Indication : on pourra utiliser que pour tout réel x différent de 0, f(x)=—x
X

XZ

On admettra que la limite de la fonction f en — oo est égale a 0.
2.a. Onadmet que f est dérivable sur R et on note f ’ sa dérivée.

Démontrer que pour tout réel x, f'(x)=1-2x%)e""
b. En déduire le tableau de variations de la fonction f .

Partie B
On considére la fonction g définie pour tout réel x par g (x) =e! >,
Sur le graphique ci-dessous, on a tracé dans un repere les courbes représentatives C+ et C g respectivement des fonctions f et g.



Le but de cette partie est d’étudier la position relative de ces deux courbes.
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1. Apreés observation du graphique, quelle conjecture peut-on émettre ?

2. Justifier que, pour tout réel x appartenanta] — oo ; 0], f (X) < g (x).

3. Dans cette question, on se place dans I’intervalle ] 0 ; + oo [.

On pose, pour tout réel x strictement positif, ®(x) = In X — x 2 + X.

a. Montrer que, pour tout réel x strictement positif, f (x) < g (x) équivaut a ®(x) <0.
On admet pour la suite que f (x) = g (x) équivaut a d(x) = 0.

b. On admet que la fonction @ est dérivable sur ] O ; + oo [. Dresser le tableau de variation de la fonction ®. (Les limites en 0 et
+ oo ne sont pas attendues.)

C. En déduire que, pour tout réel x strictement positif, ®(x) <O0.

4.a. La conjecture émise a la question 1. de la partie B est-elle valide ?

b. Montrer que C+ et C4 ont un unique point commun, noté A.

c. Montrer qu’en ce point A, ces deux courbes ont la méme tangente.

Partie C
1. Trouver une primitive F de la fonction f sur R.

1
2. En déduire la valeur de J. (el’x —X e“z)d X.

0
3. Interpréter graphiquement ce résultat.

EXERCICE 4 5 points Candidats n’ayant pas suivi I’enseignement de spécialité
ABCDEFGH est un cube d’aréte égale a 1.

L’espace est muni du repére orthonormé (D ; DC, DA, DH)

Dans ce repére, on a: D(0;0;0),C(1;0;0),A0;1;0),HO;0;1)etEM0;1;1).

Soit I le milieu de [AB]. G
Soit P le plan parallele au plan (BGE) et passant par le point I.

On admet que la section du cube par le plan P représentée ci-dessus est un hexagone dont les
sommets I, J, K, L, M, et N appartiennent respectivement aux arétes [AB], [BC], [CG], [GH],
[HE] et [AE].

1.a. Montrer que le vecteur DF est normal au plan (BGE).

En déduire une équation cartésienne du plan P.

Montrer que le point N est le milieu du segment [AE]. c
Déterminer une représentation paramétrique de la droite (HB).

En déduire que la droite (HB) et le plan P sont sécants en un point T dont on précisera les coordonnées.
Calculer, en unités de volume, le volume du tétraedre F BGE.

rowND
QD



EXERCICE 4 5 points Candidats ayant suivi I’enseignement de spécialité
Les parties A et B sont indépendantes

Partie A
On considere I’équation suivante d’inconnues x et y entiers relatifs : 7 x -3y = 1. (E)
1. Un algorithme incomplet est donné ci-dessous. Le recopier et le compléter, en écrivant ses lignes manquantes (1) et (2) de
maniere a ce qu’il donne les solutions entiéres (x ; y) de I’équation (E) vérifiant —5 <x <10 et -5 <y < 10.
Variables : X est un nombre entier
Y est un nombre entier
Début : Pour X variant de —5a 10
[ I
(2) oo
Alors Afficher X et Y
Fin Si
Fin Pour
Fin Pour
Fin
2.a. Donner une solution particuliere de I’équation (E).
b. Déterminer I’ensemble des couples d’entiers relatifs solutions de I’équation (E).
c. Déterminer I’ensemble des couples (x ; y) d’entiers relatifs solutions de I’équation (E) tels que —5<x <10 et -5 <y <10.

Partie B
Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé (O;u, V).

On consideére la droite D d’équation 7x-3y—-1=0
On définit la suite (A ) de points du plan de coordonnées (X ; yn) Vérifiant pour tout n entier naturel :

{onl et {Xn+1=_l_23xn+3yn

Yo=2 Vo= —2Xx,+8Yy,
-1
23 3 X
1. On note M la matrice %5 . Pour tout entier naturel n, on pose X :[ " J
- 3 n
2
a. Montrer que, pour tout entier naturel n, X, +1 =M X,.
b. Sans justifier, exprimer pour tout entier naturel n, X, en fonction de M" et X,.
2. On considere la matrice P :( -t ; j et on admet que la matrice inverse de P, notée P~ %, est définie par :

o 7 -3
-5 2 )

a. Vérifier que P~ M P est une matrice diagonale D que I’on précisera.
b. Pour tout entier naturel n, donner D " sans justification.
C. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, M"=P D" P 1,
-14+ ; 6 - 21"
3. On admet que, pour tout entier naturel n, M" =
35 14
-35+— 15-—
2" 2"

En déduire que, pour tout entier naturel n, une expression de x, et y, en fonction de n.
4. Montrer que, pour tout entier naturel n, le point A, appartient a la droite D.



CORRECTION

EXERCICE 1 5 points Commun a tous les candidats
Partie A
1l a

D

s

5 A
o \_
Q. 0’92 D

D

035 0/05
B
%5

b. P(D)=P(D nA)+P(D nB)=0,65x 0,92 + 0,35 x 0,95 = 0,9305.
P(DNA) 0,65x0,92

C. P (A= — donc la probabilité qu’elle provienne de la machine A sachant qu’elle est sans défaut est
P(D) 0,9305

0,6427.

2. On préléve 10 ampoules au hasard parmi la production d’une journée a la sortie de la machine A. La taille du stock permet de

consideérer les épreuves comme indépendantes et d’assimiler les tirages a tirages avec remise.
Calculer la probabilité d’obtenir au moins 9 ampoules sans défaut.
On a une succession de 10 épreuves aléatoires identiques et indépendantes, chacune d’elles a deux issues :
e réussite : I’'ampoule est sans défaut (p = 0,9305)
e échec : I'ampoule a un défaut (g =1 - p = 0,0695)
donc la variable aléatoire X qui compte le nombre d’ampoules ayant un défaut suit une loi binomiale de paramétres (10 ; 0 ;9305)
P(X >9)=P(X=9)+ P(X = 10) = 0,8500

Partie B
1.a. Une primitive de la fonction définie par f (x) =A¢~**est F(x) =—e~**donc P(T <a) = F(@) -F(0) =1 -e~*2
P(T>a)=1-P(T<a)doncP(T>a)=e "2

P(T=t+a)n(T>t)) P(T>t+a) e " . 5.

b. Pr.,(T=t+a)= = = =e =e **=P(T>a
o ( ) P(T >t) P(T>t) e M ( )
2.a. E(T)= <=10000donci =—~— donc =104
» 10000

b. P (T>5000)=e**5%=¢~%5donc P (T >5000) ~ 0,6065
C. P 27000 (T > 7000 +5000) = P(T >5000) donc sachant qu’une ampoule sans défaut a deja fonctionné pendant 7 000 heures,

la probabilité que sa durée de vie totale dépasse 12 000 heures est de 0,6065

Partie C
1. p=0,06etn=1000doncn>30,np=60doncnp=>5,n(1-p)=940doncn (1-p)>3,les conditions d’utilisation d’un
intervalle de fluctuation au seuil de 95 % sont réunies.

1=|p-196 |PL=P) . 196 [PA=P)|_| (o5 196 2067094 g g [0.06%0.94
n n 1000 1000

| =[0,0452 ; 0,0748].

2. Sur I’échantillon prélevé, la fréquence d’ampoules défectueuses est f = 0,071
f € I donc au risque d’erreur de 5% on ne peut pas remettre en cause I’affirmation de I’entreprise.



EXERCICE 2 3 points Commun a tous les candidats
1. Soit A le point d’affixe 2, | z-2 | = MA
|z-2|=1< MA=1< M décrit le cercle, de centre A et de rayon 1.

2. SiMeDalorsz=x+iaxdonc|z-2|=|x-2+iax|

Mg Cdonc|z-2|=1s0it(x-2)2+a’x?=1<x2(1+a?)-4x+4-1=0

Soit I’équation du second degré : x? (1 +a2)-4x+3=0
A=42-4(1+a?)x3=16-12-12a?=4-12a?

A=4(1-3a?)
3 = .
A=0< azzéaazg oua:—% <> dans chacun des deux cas C m D est réduit a deux points confondus
A<O<:>ae}—§;§{<:>CmD:®
A>0oace }— ;—@{u}@ww{@ le cercle et la droite ont deux points en commun.

EXERCICE 3 7 points Commun a tous les candidats

Partie A
3 el e x? e e . x? .
1. Pour tout réel x différentde 0, f(x)=—x— or lim —=0et lim —=+odonc lim ~=0donc lim f(x)=0
X eX X—>+o X X—>+o X X—>+ o ex X—>+ o
| ux)=x u'(x)=1 . . .
2.a Son{ - ooalorsfr(x)=e'™ —xx2xe =(1-2x?)e'"

v(x)=e v'(X)=-2xe'”

Pour tout réel x, f'(x)=1—-2x?)e* ",

b. La fonction exponentielle est strictement positive sur R donc f *(x) a le méme signe que 1 — 2 x2

1—2x2:0<:>x:i oux=-

e

1
ﬁ + ©
0

f(x) - + -
J2 V2 0
Partie B
1. Graphiquement : C est en dessous de C g et les deux courbes sont tangentes au point de coordonnées (1 ; 1).
2. La fonction exponentielle est strictement positive sur R donc pour tout x de ] — o0 ; 0], f (x) <0 et g(x) > 0 donc, pour tout réel

X appartenanta ] — oo ; 0], f (x) < g(x).

3.a.  Pour tout réel x strictement positif, f (X)<g (X) < xe' ™ <el X< In (x e“z)sln el s Inx+1-x2<1-x

SInx+x-x2<0< O(x)<0.

b. La fonction ® est la somme de deux fonctions dérivables sur] 0 ; + oo [ : la fonction x — In X et le polynéme x — —x?2 + x donc
la fonction @ est dérivable sur]0; + oo [.
2
®’(x) = 1—2x+1=M or-2x2+x+1=0<x=10oux=-05
X X
X 0 1 + o0 |
D’(X) + 0 _
0
c. ® est croissante sur ]0 ; 1] et décroissante sur [1 ; + oo [ donc ® admet un maximum en 1, ®(1) = 0 donc, pour tout réel x

strictement positif, @(x) < 0.

4.a. Pour tout réel x strictement positif, f (x) <g (x) < @(x) <0 donc pour tout réel x strictement positif, C est en dessous de C .
Pour tout réel x appartenanta ] — o ; 0], f (x) < g (x) donc C+ est en dessous de C g, la conjecture est démontrée.



b. pour tout réel x appartenanta] — o ; 0], f (x) <g (x) doncsur]—o;0], Ct et Cyn’ont pas de point commun.
fX)=gX) = dX)=0=x=1
C+ et Cg4ont un unique point commun, noté A d’abscisse 1.

c.  Pourtoutréelx, f'(x)=(@1-2x2)e* " etg'x)=—el*doncf’()==g'(1)=-1
Les tangentes a C+ et C4 au point d’abscisse 1 sont deux droites passant par un méme point A, de méme coefficient directeur — 1 donc
sont confondues.

Partie C
1 — e 2
1. f(x)= —Eu’(x) e avec u(x) = 1 —x?2 donc une primitive de f est F définie par F(x) = —% et *
1 1
2. J. (e“ —xe“z)d x:[ —e'* +£e“z} =—e’ 1 e’ —( —e+lej=1e—l
0 2 0 2 2 2 2
1
3. J. (el’x - X e“z)d x est I’aire du domaine compris entre C+ et C4 et les droites d’équation x = 0 et x = 1.
0

EXERCICE 4 5 points Candidats n’ayant pas suivi I’enseignement de spécialité

1.a. Fapourcoordonnées (1;1;1)donc DF a pour coordonnées (1; 1; 1).

BG a pour coordonnées (- 1;0; 1) donc DF.BG =1x (—1)+0+1x1=0

BE a pour coordonnées (—1;1;1)donc DF.BE =1x(-1)+0x1+1x1=0

Les vecteurs BE et BG ne sont pas colinéaires et le vecteur DF est orthogonal & BE et BG donc le vecteur DF est normal au
plan (BGE).

b. Le vecteur DF est normal au plan (BGE), le plan P est paralléle a (BGE) donc le vecteur DF est normal au plan P.
Une équation cartésienne du plan Pestdelaforme 1x+1y+1z+d=0

Le milieu | du segment [AB] a pour coordonnées (1;0,5;0), | € (BGE)doncx,+y,+z,+d=1+05+d=0soitd=-1,5
Une équation cartésiennedu plan Pestx+y+z-15=0

2. Le milieu J du segment [AE] a pour coordonnées (0 ; 1 ; 0,5), les coordonnées de ce point vérifient I’équation du plan P donc J
appartient a [AE] et au plan P donc J est I’intersection du plan P et de [AE] donc J = N, le point N est le milieu du segment [AE].

X=t
3.a. HBa pour coordonnées (1 ; 1 ; — 1) donc une représentation paramétrique de la droite (HB) est { y =t ,teR.
z=—-1+1
b. Le point d’intersection de la droite (HB) et du plan P, s’il existe, a ses coordonnées vérifiant x +y +z—1,5=0, de la forme
X=t
y=t ,donct+t-t+1-15=0d’out=0,5donc T a pour coordonnées (0,5; 0,5; - 0,5)
z=—-1+1

1
. 1 1x1 1 o PR
4. Le triangle BFG a pour aire EBF xFG= — =3 donc le volume du tétraedre BFGE est 3 =E




EXERCICE 4 5 points Candidats ayant suivi I’enseignement de spécialité

Partie A
1.
Variables : X est un nombre entier
Y est un nombre entier
Début : Pour X variantde —5a 10
(1) Pour Y variantde-5a 10
(2)Sique 7x-3y=1
Alors Afficher X et Y
Fin Si
Fin Pour
Fin Pour
Fin
2.a. 7-3x2=1donc(1;2)estune solution particuliére de I’équation (E).
{ 7x-3y=1 . . .
donc par différence termeaterme: 7 (x-1)-3(y-2)=0so0it7 (x-1)=3(y-2)
7x1-3x2=1

x—1¢€ Zdonc 7 divise 3 (y — 2), 7 et 3 sont premiers entre eux donc d’apres le théoréme de Gauss, 7 divise y — 2

Il existe un entier relatif k tel quey—2 =7k soity =7k + 2
En remplagantdans 7 (x—1) =3 (y—2) alorsx—1 =3k soitx =3k + 1

Si(x;y)estsolutionde 7x-3y=1alorsx=3k+1lety=7k+2,ke Z

Réciproquement : six=3k+lety=7k+2, ke Z alors7x-3y=21k+7-21k-6=1donc(3k+1;7k+2),ke Zest
solutionde 7x-3y=1
L’ensemble des couples (x ; y) d’entiers relatifs solutions de I’équation (E) est 3k +1;7k+2), ke Z

c. L’ensemble des couples (x ; y) d’entiers relatifs solutions de I’équation (E) est 3k +1;7k+2), ke Z
—5<x<10et-5<y<10donc-5<3k+1<10et-5<7k+2<10s0it—-6<3k<9et-7<7k<8

soit—2<k<3et-1<k< % Les deux conditions sont équivalentes a — 1<k <1

On obtient donc les couples (-2 ;-5); (1;2); (4;9).

Partie B
_713 3 X -—X,+3Yy, X
1.a. Pour tout entier naturel n, M X, = x| "= 2 =[ "™ = Xpsrdonc Xp+1= M Xy,
—35 yn 35 yn+l
— 8 -—X,+8Yy,
2 2
b. Pour tout entier naturel n, X, = M" Xo.
-13 3
7 -3 -2 - 7 - -2 - 1
2.2, P-IMP= x| 2 x e 34 31 (0
-5 2 -35 3 -5 -7 -25 1 -5 -7 0 0,5
2
. 1 0
b. Pour tout entier naturel n, D" = e
0 0,5
C. Montrons par récurrence que pour tout nde N, M"=P-1D"P,

Initialisation : M et D ne sont pas nulles donc A°=D%=1,doncP-*D°P=P-1P=1,=AY la propriété est vérifiée pour n = 0.
Hérédité : Montrons que pour tout entier naturel nnonnul, siMn=P-!D"PalorsMn+1=P-1D"*1P,
M"*1=MM"=P-'DPxP-'D"Pdonc M"*1=P-1DxD"Pdonc M"*1=P-1D"*1P,

La propriété est initialisée et héréditaire donc pour tout entier naturel n, M"=P-1D" P,

_14+£ 6—£ —14+1—5n+2 6—% _2+i

X, on 2n 1 X, 2 2 on

3. Xn=M"Xo <= = 35 "y ) = = = 7

! -3+ 15—+ Yo _354+2 1514 -5+ —

2 2" 2" 2" 2"
xn=—2+ietyn=—5+l
2n 2n

4. TXn=3yn=7 —2+i -3 —5+l :—14+£+15—£=1.
2" 2" 2" 2"

Pour tout entier naturel n, le point A, appartient a la droite D.



