1
On définit la suite () nox+ par J, = j 1
0

1. Démontrer que, pour toxt] [0 ; 1], on alx"S > <x".
2 1+x
2. En déduire un encadrement depbur tout entien > 1, puis la limite de la suite {1
3. En étudiant le signe dg .J; — J,, démontrer que la suite {JJest décroissante.
4, Etablir que, pour tout entiear> 1, J, + Jy+ 2= %1
5. Déduire des questions précédentes que, pouemtiern > 3, 1 <Jp< 1 . Déterminer alors la limite deJ,.
2(n+1) 2(n-1)
6. Calculer J, puis en utilisant la question 4, déterminged Js,
CORRECTION
1. Pour touk [J [0 ; 1], 0<x?< 1 donc 1§1+x2§2d0nc%§ > <
Pour toutx 0 [0 ; 1],x" > 0 donc en multipliant I'inégalité précédente par pour toutx O [0 ; 1], on a%x”s Trx? <x".
X
2. Les fonctionx — %x" iX > 11( > etx - x" sont définies continues sur [0 ; 1] et pour tot[0 ; 1], ona:
X

1 Xn 11 1 Xn 1 1 1 1 Xn 1
=x"< > <x", donc : Zx"dx < > d x< x"d x donc= x"dx < > d x< x"d x
2 1+x 0 2 o 1+x o 2), o 1+x o

1 1
x"dx = ix”*1 -1 donc pour tout entier> 1, 1 <Jp< 1
0 n+1 , nh+l

2(n+1) n+1

lim = lim 1 0 donc d’apres le théoreme des gendarmes applaux suiteslim J,=0
n-+ow 2(n+1) n-+ow n+1 n-+o

1 n+1 1 n 1 n+1 n
- 1
3. Jhr1—dh = X >d X — dex= %dx= w
o 1+X o 1+X o 1+x o 1+x?
- 1
Pour toutx O [0 ; 1], M <0 et la fonctiorx - 1E,X ) est continues sur [0 ; 1] dorf wd X <0
+x2 x? 0
Jn+1—Jn <0 donc la suite () est décroissante.
1 Xn+2 1 X" 1 Xn+2+Xn
4, Pour tout entien> 1, J, + J, 42 = S dx + S dx = ————dx
o 1+X o 1+ o 1+x
1 n 2 1
+
donc J,+ Jh42= J. Lzl)d X = J- x"dx = i d’'apres le calcul de la question 2.
o 1+X o n+1
5. pour tout entien> 1, <Jp< 1 donc en remplacantparn — 2 : pour tout entiem> 3, on a :
2(n+1) n+1
1 1 1 1
<Jh o< ——orJ,+J ——doc <Jn+Jh_2<J +—
2(n_1) n-2= n-1 n n-2 -1 \11 2(n_1) n n-2=+vn -1
. 1 1 1 1 1
soit J,+ ———— < —— < J,+ ——donc en ne considérant que la premiére partiemkghlité : J, + < —
2(n-1) n-1 2n-1) n-1
soit J, < donc pour tout entier> 3, n< 1

n-1 2(n-1) 2+~ """ 2(n-1)°

<nJ,< or lim —2 = im =
2(n+1) 2(n-1) -+ 2N+l n-+>2(n-1) 2

donc pour tout entien> 3, donc d’apres le théoréme des

gendarmes appliqués aux suitdisn nJ, =

n- +o

N



1 X 1 1
6. J1:J. dx:[zln(1+x2)} =ZIn2

2
o 1+X 0

N

pour tout entien>1, J, + J, 42 = ni+1 donc en appliquant cette relationa 1 : J; + J3 = % donc % =
en appliquant cette relatioma= 3 : 3 + Js = 711 donc k= 1 —% + %In 2= —% + %In 2
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