
On définit la suite (J n ) n ∈ N* par J n = 
1

2
0

d
1

nx
x

x+∫ . On ne cherchera pas tout de suite à calculer cette intégrale.  

1. Démontrer que, pour tout x ∈ [0 ; 1], on a 
1

2
x n ≤ 

21

nx

x+
 ≤ x n.  

2. En déduire un encadrement de J n, pour tout entier n ≥ 1, puis la limite de la suite (J n). 
3. En étudiant le signe de J n + 1 – J n, démontrer que la suite (J n ) est décroissante. 

4. Etablir que, pour tout entier n ≥ 1, J n + J n + 2 = 
1

1n +
. 

5. Déduire des questions précédentes que, pour tout entier n ≥ 3, 
1

2 ( 1)n +
≤ J n ≤ 

1

2 ( 1)n −
. Déterminer alors la limite de n J n. 

6. Calculer J 1, puis en utilisant la question 4, déterminer J 3 et J 5. 

 
CORRECTION 

1. Pour tout x ∈ [0 ; 1], 0 ≤ x 2 ≤ 1 donc 1 ≤ 1 + x 2 ≤ 2 donc 
1

2
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 ≤ 1 

Pour tout x ∈ [0 ; 1], x n  ≥ 0 donc en multipliant l’inégalité précédente par x n : pour tout x ∈ [0 ; 1], on a 
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 ≤ x n.  

2. Les fonctions x → 
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2
x n ; x →  
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 et x →  x n sont définies continues sur [0 ; 1] et pour tout x ∈ [0 ; 1], on a : 
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 donc pour tout entier n ≥ 1, 
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2 ( 1)n +
 ≤ J n ≤ 

1

1n +
. 

lim
n → + ∞
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 = 0 donc d’après le théorème des gendarmes appliqués aux suites lim
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J n = 0 

 

3. J n + 1 – J n = 
1 1
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Pour tout x ∈ [0 ; 1], 
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 est continues sur [0 ; 1] donc 
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J n + 1 – J n ≤ 0 donc la suite (J n ) est décroissante. 
 

4. Pour tout entier n ≥ 1, J n + J n + 2 = 
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donc J n + J n + 2 = 
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, d’après le calcul de la question 2. 

 

5. pour tout entier n ≥ 1, 
1

2 ( 1)n +
 ≤ J n ≤ 

1
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 donc en remplaçant n par n – 2 : pour tout entier n ≥ 3, on a : 
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soit J n + 
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 ≤ 
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donc en ne considérant que la première partie de l’inégalité : J n + 
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 donc pour tout entier n ≥ 3, 
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6. J 1 = 
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 pour tout entier n ≥ 1, J n + J n + 2 = 
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1n +
 donc en appliquant cette relation à n = 1 : J 1 + J 3 = 
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en appliquant cette relation à n = 3 : J 3 + J 5 = 
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