Exercice 1 (3 points) Commun a tous les candidats
Dans le plan affine, on considere ABC un triangietangle en A, | le milieu du segment [AB] et &émtre de gravité de ABC.

Pour tout réein, différent de —; on note G, le barycentre du systéme de points pondérés : ., =&A, 1), (B,m), (C, 2m)}.

Pour tout point M du plan on note : W =3MA — MB - 2MC.

Pour chacune des six affirmations suivantes, dietlesest vraie (V) ou fausse (F).
Chaque bonne réponse dorme 0,5 point chaque réfansse ou illisible enléve 0,25 point, I'abseneeréponse ne rapporte ni
n'enléve aucun point. Un éventuel tonal négatdiseamené a 0. Répondre aux affirmations sur ¢g @anexe.

Affirmation VouF
G est le milieu du segment [CI] .

G est barycentre d% 1,2 ,(C % ] }

Pour tout point M,m = AB - 2AC.

R

Pour toutm, distinct de —; , AG , est colinéaire 3G _; .

IB G _, estun triangle rectangle.
2

Pour tout point P de (AG) il existe un réeintel que P = G.

Exercice 2 (5 points)

Candidats ayant suivi I'enseignement de spécialité

Le plan complexe est muni d'un repére orthonor@ali v ).

Soient les points A, A, B et B' d'affixes respeeti: z,=1-2izpy.=—2+4iz25=3—-1i,zg=51.
1.a. Placer les points A, A", B et B' dans le plan ptare. Montrer que ABB'A' est un rectangle.

b. Soitsla réflexion telle qua (A) = A’ ets (B) = B'. On note4) son axe.
Donner une équation de la droit§ €t la tracer dans le plan complexe.
C. On notez I'affixe du point M' image pasdu point M d'affixez .

Montrerqua‘=[g+gij Z+2i-1.

2. Soitg l'application du plan dans lui méme qui a tounp® d'affixez associe le point P d'affixg définie par :
z=[—§—§ij Z +5—i.
5 5
a. On note C et D les images respectives de A ealByp déterminer les affixes de C et D et placer aaistp dans le plan
complexe.

b. SoitQ le point d'affixe 1 + i et soh I'homothétie de centi@ et de rapport — 2.

Montrer que C et D sont les images respectives'ds B' parh.

Soit My, d'affixez,, limage pah de M, d'affixez. Donner les éléments caractéristiquel deet exprimerz en fonction de.
Onposé=h"'og.

Déterminer I'expression complexefde

Reconnaitré . En déduire une construction du point P, imagegmbun point M quelconque donné du plan.

o®wo

Exercice 2 (5 points)

(Candidats n'ayant pas suivi I'enseignement de spétité)

Le plan complexe est muni d'un repére orthonorrnatt(O; U, V) .

1. On veut résoudre dans C I'équation (33 + 4z%+ 2z-28 = 0.

Déterminer deux réetsetb tels que I'équation (E) s'écrivez« 2) g*+az+b) = 0.
Résoudre (E).

On note (H) I'ensemble des points M du plan derepd'affixez vérifiant : z°—4=4-2?
On notex ety les parties réelle et imaginaire de I'affixd'un point M.

Montrer que : M appartient & (H) si et seulement si x?—y?= 4,

b. Soient A, B et C les points d'affixes respect®es3 — l\/g et—3+ i\/_5 .
Vérifier que A, B et C appartiennent a (H)

P NT W

3. Soitr la rotation de centre O et d'angle}

a. Déterminer les affixes de A', B' et C, imagepeesives de A, B et C par la rotatiorfon donnera ces affixes sous la forme
algébrique).

b. On note M l'image pardu point M d'affixez. On notez I'affixe de M'. Les parties réelle et imaginailez sont notéex ety,

celles dez sont notéeg' ety'. On note (H') I'ensemble des points du plan dantécédent parest un point de (H).
Exprimerx ety en fonction de< ety'.
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En utilisant la question &, prouver que : M' appartient a (H') si et seulenséxi y' = — 2.
4, Faire une figure sur laquelle on placera lestsoh, B, C, A', B, C', la courbe (H"), puis laucbe (H).

Exercice 3 (4 points) Commun a tous les candidats
Un jeu de hasard est formé d'un dispositif langafacon aléatoire une fléchette dans une cibletdgdorme suivante :

B/e[B[B|[B[B[B[B[B|J] J JMMRRVV JJ ) BB BB B[B[B|[B]

La fléchette atteint toujours une case et une seule

Les trente cases, blanches (B), jaunes (J), vefjesu rouges (R), ont toutes la forme probabilittre atteintes

Si la fléchette atteint une case rouge, le jouagng 8 €.

Si la fléchette atteint une case verte, le jouagng 5 €.

Si la fléchette atteint une case jaune, le joueugagne rien et ne perd rien.

Si la fléchette atteint une case blanche, le jopeuda €.

La lettrea désigne un nombre réel positif.

1. On note X la variable aléatoire représentagtie algébrique du joueur (compté négativement djilgrerd).
Donner la loi de probabilité de X.

Calculer a pour que le jeu soit équitable, cedire pour que I'espérance E(X) soit nulle.

Un joueur est considéré comme gagnant s'il @abtin gain strictement positif.

Quelle est la probabilitg qu'un joueur gagne ?

Un joueur joue 5 parties consécutives indéperdafiuelle est la probabilité qu'il gagne exactaddois ? exactement 5 fois ?
Quel est le nombre moyen de parties gagnantesldaituation décrite en B?

ExerC|ce 4 (8 points) Commun a tous les candidats
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Partie 1

cpNDP

o

n

. . " = . U X
On donne un entier natunektrictement positif, et on considére I'équatidifédentiellen: (E,) Yy +y= —e X
n!

X

1. On fait I'nypothése que deux fonctianeth, définies et dérivables sur IR, vérifient, paomttx réel:g(x) = h(x) e~
n

. . . , X
Montrer queg est solution de (E) si et seulement si, pour toutéel,h'(x) = -
n!

Q

b. En déduire la fonctioh associée a une solutigrde (E, ), sachant qui(0) = 0. Quelle est alors la fonctigr?
2. Soit$ une fonction dérivable sur IR.
a Montrer qued est solution de (E) si et seulement gi —g est solution de I'équation: (F) y +y=0
b. Résoudre (F).
C. Déterminer la solution générajede I'équation ().
d. Déterminer la solutiohde I'équation (E) vérifiantf (0) =0
Partie Il
Le but de cette partie est de montrer gl z = e(on rappelle que par convention 0 ! = 1).
n-+o
1. On pose, pour toutréel,fo (x) =e™,f, (x) =xe™*
a Vérifier quef ; est solution de I‘équation différentiellg " +y =f .
b. Pour tout entier strictement positif on définit la fonctiorf , comme la solution de I'équation différentieflé+y =, _;
vérifiantf,, (0) =0
n
En utilisant la Partie I, montrer par récurrence,quour touk réel et tout entien=> 1 :f , (X) = X—|e‘X
n!
1
2. Pour tout entier natura] on pose : 4= I f, (X)d x. (on ne cherchera pas a calculg) |
0
X n
a. Montrer, pour tout entier natunelet pour touk élément de l'intervalle [0 ; 1] 'encadrement: <1, (X) < —
n
En déduire que 8 1 ,< ( 11) o puis déterminer la limite de la suite, {I.
n !
b. Montrer, pour tout entier natudehon nul, I'égalité : |-l _,= —% et
n e—1
C. Calculer | et déduire de ce qui précede que : ,=I1 — z Tl
51
d. En déduire finalement : lim z — =e
no +o &= ||
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CORRECTION
Exercice 1 (3 points) Commun a tous les candidats
Sim=1, G, le barycentre du systéme de points pondérés :¥JAB, 1), (C, 2)}.
| est le milieu de [AB] donc est le barycentre ¢& {1) , (B, 1)} donc G est le barycentre du systeme {(I ; 2) , (C, 2)}
G, est le milieu de [CI]

J est le centre de gravité de ABC donc J est lgcbatre de {(A ; 1) (B, 1) (C, 1)}
Le barycentre de {(A ; 1) (B, 1) (C, 1) (C, 1)} dstbarycentre du systéme {(A, 1), (B, 1), (C, ginc est G
donc G, est le barycentre du systeme {(J ; 3), (C, 1)}

en multipliant les coefficients p&iL on ne change pas le barycentre don®& barycentre d{e J,2 ,(C,

wln

)

La somme des coefficients est nulle ddn_g( est un vecteur constant. SiM = W = ﬁ =—AB - 2AC.

V, =3MA —MB - 2MC.

Gnm le barycentre du systéme de points pondérés :¥AB, m), (C, 2m)} donc Bm+ 1) AG ,, =m (A_é +2AC ).

or—2AG _, =—AB - 2AC, donc (3n+ 1) AG ,, =2m AG _,

—_—

G , estle barycentre du systéeme de points pond¢(as1), (B,— %), (C,-1)}donc —% BG
2

—_—

BG , =2AC.

2

donc BG _, est parallele & (AC) or ABC est un triangle regtaret | est le milieu de [AB] donc (B _, ) est perpendiculaire a (AB)
2 2

=BA-BC = CA.

-1
2

et donc a (IB), dondBG _, est un triangle rectangle.

Soit PO (AG_9), il existe un réek tel queATD =k AG _; or2AG _; = AB + 2AC donc 2AP = k(ﬁ + ZE)

2 AP =k (AP + PB + 2AP + 2PC) soit 2AP =k (3 AP + PB + 2PC)
(2-3K PA +k PB +2k PC=0

sikz 2 alorsPA + pE+-2K Be=p
3 2-3k 2-3k
Soitm = Lk la somme des coefficients esin3+ 1

3m+1=0- 3k+2-3k=0 ce qui estimpossible donc pourtbeﬁ%, PA +m PB +2m PC = 0,

P est le barycentre de {(A, 1) , (B) (C, 2m)} donc P = G, sik# %

Affirmation VouF
G, est le milieu du segment [CI] . \%
G, est barycentre d% J,2 ,(C % j } \%
Pour tout point M,m = AB - 2AC. F
Pour tout m, distinct de — 1 , AG , est

3 Y%
colinéaire aAG _; .
IB G _; estun triangle rectangle. \V;
2

Pour tout point P de (AG,) il existe un réem =

tel que P = G,
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Exercice 2 (5 points) spécialité
1l.a

Le milieu de [AB'] est le point de coordonnées (0155).
Le milieu de [A'B] est le point de coordonnées (0,5,5), donc les diagonales se coupent en leueunidonc ABB'A' est un
parallélogramme.

AB'?=|1-2i-5i1=12+7%=50
AB?=|-2+4i-3+ij= (- 5)*+5%=50 donc les diagonales ont la méme longueur &BR!A’ est un rectangle.

b. (0) est la médiatrice de [AA] et de [BB] M (&) « MA=MA"' = (x—1)%+ (y + 2)?= (x + 2)* + (y— 4)*
o XZ=2x+1+y?+4y+4=x*+4x+4+y*—8y+ 16 12y—6x—15=0- y=0,5x+ 1,25

C. sest la réflexion d'axe)) doncs a une écriture complexe de la forme=a Z +bavec p| =1
sla réflexion telle qus (A) = A' ets (B) = B'

s(A)=A'donc-2+4i=a(1l+2i)+b

s(B)=B'donc5i=a (3 +i)+b

par différence membre a membre : — 2 ai(= 2 + i) don@ = _2_! = (2+_|)(2+|_)
—-2+i  (2-1)(2+1)
a:3+—54' doncb:5i—3+—54| 3 +i) doncb:5i—(1+3i):—1+2idonz§:(g+%i] 7+2i-1.

2.a c:[—§—§ij(1+2i)+5—i:7—5ie1:[—
5 5

glo

—gij(3+i)+5—i:3—7i

b. QC apouraffixe7—5i—(L+i)=6-6i

QA' apouraffixe—2+4i—(1+i):—3+3idomTé =_20A

QD apouraffixe 3—7i—(L+i)=2—8i

QB' apouraﬁixe5i—(1+i):—1+4idoriﬁj =-20B'
C et D sont les images respectives de A' et Bhpar

C. z—(1+i):—%[21—(1+i)]

1 3, 3.
Z=—=Z;+ — + —i
2 2 2

glo
ol oo

3.a. f(M)=h"*(M L) ou M, d'affixez, est l'image de M pay doncz, = [—

ij Z +5—1i.
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2 2
3.4.)_. 5,1. 3 3 3 4
z=| —+—i | Z——+=i+—=+—=i z=| —+—i | Z-1+2i
2 2 2
b. f =sousest la réflexion telle que(A) = A' ets(B) = B' d'axe 4).

g =h of doncg est la similitude indirecte d'axA)(de rapport% .

(A) a pour équatiog = 0,5x + 1,25.
6

Q a pour affixe 1 + i don€ n'appartient pas &). Cherchons le point invariantpgrz =z = z= (— T —gi j

= 572=(-6-8i)Z +25-5i= 5x+iy)+(6+8i)k—iy)=25—-5i= 5x+5iy+6x—-6iy+8ix+8y=25-5i
= 11x+8y=25et&-y=-5
en multipliant la deuxiéme équation par 8 X148y = 25 et 64 — 8y = — 40

Z +5—i

8x—-y=-5dongy=-0,2x 8 + 5 = 3,4 donc le centre deest le point | d'affixe — 0,2 + 3,4 i dogest la similitude indirecte de
centre I,

g est la similitude indirecte de centre |, d'a&é de rapport% .

Pour construire P, il suffit de le transformer [@asymétries puis de transformer ce point par 'homothétidnde

Exercice 2 (5 points) obligatoire
l.a zZ°+@-2z°+(0-2a)z-2b=0- a-2=4eb-2a=2et—Db=-28< a=6etb=14
23+ 422+22-28=¢-2) g+ 62+ 14)

b. (z—2) @ +62z+14)=0- z—2=00w’+62z+14=0- z°+62z+14=0
A=36-4x14=-20

z=-3+1i5 ouz=—3—i\/_5
(E) admet pour solutions:Z;—3</§ et—3—i\/_5
2.a. z°—4=x*’-2ixy-y’-4

4-72=4-K*+2ixy—-y) =4 -x>-2ixy+y>
MO(H) = x2—2ixy—y?—4=4x2-2ixy+y? = 2x*-2y?=8 = x2—y?=4

b. x=2ety=0doncx?-y?=4donc A (H)
x=-3ely=—,/5 doncx?~y%=9 -5 = 4 donc Bl (H)

x=-3ety=,/5 doncx?~y?=9 -5 =4 donc T (H)

-il 2 2
3.a. rapourforme complexezz=e * z= [%—I%} z

siz=2 alorsz = \/_2 —iﬁ donc A' a pour aﬁixe\/E —i\/E
3-i 5'a'°r52=§(1—i) -3-¥5)= \/E(—3+ 5+3i+iy5)= "3\/_22““\/?3“ 3&;@

2

3[2+@+i 3/ 2+, 1C
2 2

Siz=-—

donc B' a pour affixe-

siz=-3+i,/5.alorsz=

g(l‘i)(—“i\/gﬁ@(—% 5 +3i-iy5)= "3\/32"@“ 3\/32‘\/E

3/2-10, 3/2-10
2 2

donc C' a pour affixe—

T T
b. Z=e 4z2-272=e*7Z
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e e

xriy= L2 eeriy) = xriy= 2 pcriy rinoy) = x= 2 oy)ety= L2 (x +y)
En utilisant la question &, prouver que : M' appartient a (H') si et seulenséxi y' = — 2.

MO(H) « x?2—y?=4orx?= %(X'Z—ZX'Y +y'?)ety?= %(x'2+ 2Xy +y?)doncx?—y?=-2xy
donc MO (H) = x*—y?=4 o Xy ==-2

4, (H") est I'nyperbole équilatére d'équaly'm:l_—2
X

(H) se déduit de (H'") par rotation d'anggr[ede centre O.

Exercice 3 (4 points) Commun a tous les candidats
1.a. Ona 18 cases blanches, 6 jaunes, 2 rougesestebyv
Il'y a équiprobabilités des événements donc lddégprobabilité de X est :

X —-a 0 5 8
18 6 4 2
X=X — — — —
A ) 30 30 30 30
b. E(X):_ax1_8 +5xi +8x£ :M :E(Z_a)
30 30 30 15 5
E(X)=0= a=2
2.8 p(X>0)=p(X=5)+p(X=8) =+ + 2 =02
o 30 30
b. On a une succession de 5 expériences aléatinessgues et indépendantes, chacune d'elles asiies :

le joueur gagnep(= 0,2)
le joueur ne gagne pag£ 1 —0,2 =0,8)
donc la variable aléatoire Y qui compte le nomtaédais ou le joueur gagne suit une loi binomialgdemmeétres (5 ; 0,2)

5
p(Y =K) = (kj 0,2x0,8°7*
p(Y = 2) = 0,2048
p(Y = 5) = 0,2° = 0,00032
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C. le nombre moyen de parties gagnantes dans ktisitudécrite en 2 est 'espérance de Y.
E(Y) =np=5x0,2 =1 soit le nombre moyen de parties gagnases.
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Exercice 4 (8 points) Commun a tous les candidats
Partie 1
l.a gX=hXe*=hX e =h'(x) e*-g(x) donc

n n
g est solution de (E) = pour toutx réel,g'(x) + g(x) = X—| e * = pour toutx réel,h'(x) e * = X—' e " < pour toutx réel,h'(x) =
n! n!
n
nt
Xn 1 Xn+1 Xn+1
b. g est solution de (E) = pour toutx réel,h'(x) = — < pour toutx réel,h(x) = — x = +C
n! nl n+l (n+D!
n+l Xn+1
h(0) = 0 donc C = 0 donc pour taxtéel,h(x) = . Pour toutx réel,g(x) = h(x) e ™ = e
(n+Dh! (n+h!

n
2.a gestsolution de (E) doncg'(x) + g(x) = X—| e " pour toutx réel.
n!

¢ —g est solution de I'équation: (F) y +y=0< (0 -g)+©®-9)=0=¢0'+dp =g +g
n
org(x) +g(x) = X—| e " pour toutx réel,
n!

n

¢'+¢ =g +g = pour toutx réel,d'(x) + (x) = % e = ¢ solution de ()

b. y+y=0-y=-y
y solution de (F)= pour toutx réel,y(x) = C € * ol C est une constante réelle quelcongque

C. ¢ solution de () = ¢ —g est solution de I'équation : (F)
= pour toutx réel,  —g) (X) = C e * ou C est une constante réelle quelconque
= pour toutx réel,¢p(x) =g(x) + C e *

n+1

(n+h!

= pour toutx réel,¢(x) = e*+Cce”

n+1

(n+h!

e*+Ce”

d. pour toutx réel,d(x) =

n+1

(n+h!

f(0)=0- e’+Cce®=0-C=0

n+1

(n+h!

—-X

pour toutx réel,f (x) = e

Partie Il
l.a pourtoutxréel,f, (x) = (-x+ 1) € *doncf, (xX) +f, (xX) = e~
f 1 est solution de I'équation différentiellg - +y =f .

b. f 1 est solution de I'équation différentiellg :+y =f o.donc la propriété est vraie paur 1
Montrons que pour tout deN*, si la propriété est vraie au ranglors elle est vraie au rang+ 1.
n

f , définie pour touk réel, parf , (X) = X—| e, est la solution de I'équation différentiefie+y =f ,_, vérifiantf , (0) = 0
n!

n+1

Montrons que la fonction définie pf .1 (X) = X
(n+D!

e~ * pour toutx réel, est la solution de I'équation différentigllety =f ,

vérifiantf ,.1(0) =0
D'aprés la 2d. de la partie |, la solution de I'équation diffétielle y'+y = f ,, est la fonction définie pour towt réel, par

Xn+1

(n+D!

La propriété est vraie au rang+ 1 donc est vraie pour tontde N*,

f(x)= e *donc esf 1.

2.a. Pourtoude[0;1],—-k—-x<Odonce'se*<e’doncO<e'se™<ldoncke™<1;
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n

soit 0< f( (X) < 1 en prenant par conventiomst 0, X—| =1,
n!

n n

. X X x"
x O [0; 1] donc pour tout entier naturet 1, — >0 donc ke — < —

n! n! n!
n

. X
pour tout entier naturel, 0<f , (X) < —
n!

n
f , est une fonction définie continue sur [0 ; 1], ptautx de [0 ; 1] et pour tout entier naturelO< f, (x) < X—|; 0<1
n!

1
1 1 n 1 n n+1
doncOsI fn(x)dxsj X—dx donc X—dx: X -1 doncOsIns;,
0 0 n! 0 n! (n+1)! 0 (n+1)! (n+1!

Quandn tend vers 40, (n + 1) ! tend vers 4o donc

il)' tend vers 0 donc d'aprés le théoréeme desagerd |, tend vers 0,

guandn tend vers -eo.

b. Faisons une intégration par parties :
5 K k-1 k-1
u(x) = — doncu'(x) =k =
k! k! (k-D!

V(X) = e *doncv(x) = — €%
k 1 1 k-1

= X ex —J. - X e Xdx
k! , o (k=D

_ 1 5t
l==oe +J-0fk_l(x)dx

ly—=ly_=——e?!
k k-1 k!

c. IO:J‘:e"de:[—e_xlézl—e‘l

sik=1 alors Il—loz—ie‘l

sik =2 alors b—llz—%e‘l

o 1
sik =3 alors g—lz———s!e
1

sik=n-1alors j_1—l,_o,=——e
’11 n-2 (n—1)!

. 1 _
sik=nalors  hh—l,_;=-—e !
n!

en ajoutant membre a membre :
n

1 _
|n—|0:—zEe 1

k=1
n 1 n 1 n 1
_ 1 o1 1 _ 1
|n—|o—zFe =1-¢€ —ZEG dOﬂCln—l— 1+2Ee
k=1 7" k=1 7" ’
no1 n -1 e

orO!:ldoncl+z—| =ze—|doncln:1—2—'e‘1
k=1 """ k=0 k! k=0 k!
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n -1 n
e . 1
| , tend vers 0, quandtend vers +o, donc E T tend vers e, quandend vers +o. lim E — =e
k=0

n-+ |
® k=o "
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