Amérique du Nord mai 2006
EXERCICE 1 3 points
Commun & tous les candidats
Pour chacune des 3 questions, une seule des mm®gitions est exacte.
Le candidat indiquera sur la copie le numéro delestion et la lettre correspondant a la réponseisie. Aucune justification n’est
demandée.
Une réponse exacte rappoteoint ; une réponse inexacte enl@&;Bpoint ; I'absence de réponse est comgiémint.
Si le total est négatif, la note est ramenée a.zéro
Une urne contient 10 bulletins indiscernables acher de 3 sortes :
4 sont marqués « oui », 3 sont marqués « non ssehBmarqués « blanc ».
Lors d’'un premier jeu, le joueur commence par mBecentimes d’euro. Il tire ensuite un bulletin'dene et I'y remet aprés I'avoir
lu.
Si le bulletin tiré est marqué « oui », le joueetait 60 centimes d’euro, s'il est marqué « noihme recoit rien.
Si le bulletin tiré est marqué « blanc », il re@ftcentimes d’euro.
Question 1Le jeu est ;
A: favorable au joueur B: défavorable au jaueu C: équitable
Question 2Le joueur joue 4 parties indépendamment les unesualees.
La probabilité qu'il tire au moins une fois un kailh marqué « oui » est égale a

A: 216 B: 44 C: 2
625 625 5
Lors d’'un second jeu, le joueur tire simultanénumix bulletins de l'urne.
Question 3: la probabilité qu'il obtienne un tirage de deurlétins de sortes différentes est égale a :
A 4 B: 1 C: 11
15 30 15

EXERCICE 2 5 points
Dans le plan complexe rapporté a un repére ortmomladirect (O u, v) (unité graphique 2 cm), on considére les points At C
d’affixes respectiveg, =2,z =1 +1i/ 3 etzc=1- i\/§

Partie A
1. a. Donner la forme exponentielle dg puis dezc.
b. Placer les points A, B et C.

2. Déterminer la nature du quadrilatere OBAC.
3. Déterminer et construire 'ensemble D des povitdu plan tels queZ| = [z— 2 |.
Partie B

A tout pointM d’affixe ztel quez # z,, on associe le poiM ’ d’affixe z’ défini parz’ = _—42
z —

1. a. Résoudre dans C I'équatiarr _—42
Z_

b. En déduire les points associés aux points B et C.
C. Déterminer et placer le point G’ associé au cetiérgravité G du triangle OAB.
2. a. Question de cours :
Prérequis : le module d’un nombre complexe z quejoe, noté z |, vérifie| z|? = zzolzestle conjugué de z.
Démontrer que :
* pour tous nombres complexesetz,, |z; X z, | =|z1| X |22 ]-

1
e pour tout nombre complexanon nul,| = :m .
z z
. . , 2|z
b. Démontrer que pour tout nombre complexéstinctde 2, 7' -2 | = 22|
Z e
C. On suppose dans cette question kuest un point quelconque de D, ou D est I'enseméfimnich la question 3. de la partie A.

Démontrer que le poirll * associé a/ appartient a un cercledont on précisera le centre et le rayon. Tracer

EXERCICE 2 5 points  Exercice de spécialité
Le plan est muni d'un repére orthonormal direct _(b;/) (unité graphique : 4 cm).
SoitQ le point d’affixe 2.

2

On appelle la rotation de centr@ et d’angle% eth I’homothétie de centr@ et de rappor >

1. Onpos& =her.
a. Quelle est la nature de la transformatioP Préciser ses éléments caractéristiques.

. 1+i .
b. Montrer que I'écriture complexe deest .z — - z+1-1.
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C. Soit M un point quelconque du plan d’affixeOn désigne par Mson image pas et on noter' I'affixe de M.
Montrer quez -7 =i (2 -2).
2. a. Question de cours
Prérequis : définitions géométriques du module d’'un nomtomplexe et d’'un argument d’'un nombre complexe ndn n
Propriétés algébriques des modules et des arguments

Démontrer que : si A est un point donné d’affigealors I'image du point P d’affixg par la rotation de centre A et d’angge estle

point Q d’affixeq telle queg—a=i (p—a).

b. Déduire des questions précédentes la natuneahgle QMM’, pour M distinct de®.

3. Soit Aq le point d’affixe 2 + i.

On considére la suite () de points du plan définis par : pour tout entigtureln, A, . 1=c(A) .

n
] . i / 2 .(n+2)m
a. Montrer que, pour tout entier naturell’affixe a,, de A, est donnée para,, = [T] e 4 +2.
b. Déterminer 'affixe de A.
4. Déterminer le plus petit entieg tel que I'on ait : poun > ny, le point A, est dans le disque de cenet de rayon 0,01.

EXERCICE 3 5 points

1. On considére la fonctiogdéfinie sur] 0 ; 4o [ parg (X) = Inx— 2 . On donne ci-dessous le tableau de variatiorgs.de
X
X 0 2,3 X 2,4 + 00
X _/ +
9(x) [ — 0
— 00

Démontrer toutes les propriétés de la fonctjoagroupées dans ce tableau.

: . e 5Inx
2. Soitf la fonction définie sur ] 0 ; ¢o [ parf (X) = .
10 . . . .
a. Montrer quef (xo) =— 0UX, est le réel apparaissant dans le tableau ci-dessus
XO
a
b. Soitaun réel. Poua > 1, exprimerI f(t)dt en fonction de.
1
3. On a tracé dans le repére orthonormal T(OT;) ci-dessous les courbes représentatives des dostt g notées

respectivement (€ et (Cy).

On appelle I le point de coordonnees (1 RQ)Je point d'intersection de (§ et de I'axe des abscissés, le point de(G) ayant
méme abscisse qi, etH o le projeté orthogonal dd , sur I'axe des ordonnées.

On nomme () le domaine du plan délimité par la courbe @t les segmentsRb) et [Po M.

On nomme (B) le domaine du plan délimité par le rectangle troitsa partir de [Ol] et [@® ().

Démontrer que les deux domaines, jt (D,) ont méme aire, puis donner un encadrement d'amdelio,2 de cette aire.

M, %
il L ()
JT (6y)
O - I Py
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EXERCICE 4 7 points
Le plan est muni d'un repére orthonormal (bf ). On s'intéresse aux fonctiohdérivables sur [0 ; %o [ vérifiant les conditions :
(1) : pourtout réek appartenant a [Og+ f[(X)=4-[f(X)]?
2y : (=0
On admet qu'il existe une unique fonctioverifiant simultanément (1) et (2).
Les deux parties peuvent étre traitées de mameéépendante. L'annexe sera complétée et remisdaeepie a la fin de I'épreuve.
Partie A. Etude d’une suite
Afin d’obtenir une approximation de la courbe reganétative de la fonctiofhon utilise la méthode itérative d’Euler avec un ¢gal a
0,2.
On obtient ainsi une suite de points notds,) d’abscisse, et d’ordonnég , telles que :
Xo = 0 et pour tout entier natunglx .+ 1 =X, +0,2
Yo = 0 et pour tout entier natunely,.;=- 0,2y ? +y,+0,8
1. a. Les coordonnées des premiers points sont consigia@sse tableau de I'annexe.
Compléter ce tableau. On donnera les résultats Afi@s.

b. Placer, sur le graphique donné en annexe, lessgiintpourn entier naturel inférieur ou égal a 7.

C. D’aprés ce graphique, que peut-on conjectureressehs de variation de la suiyg ) et sur sa convergence ?
2.a. Pourxréel, on pos@(x) =—0,2x%+x+ 0,8. Montrer que si [0 ; 2] alorsp(x) O [0 ; 2].

b. Montrer que pour tout entier naturglO<y, < 2.

C. Etudier le sens de variation de la sujtg)(

d La suite {,,) est-elle convergente ?

Partie B. Etude d’une fonction

et -1
j (Cg) sa courbe représentative.

e4x + 1
Montrer que la fonctiog vérifie les conditions (1) et (2).
a. Montrer que (G) admet une asymptotedont on donnera une équation.
Etudier les variations dgsur [0 ; +oo [.
Déterminer l'abscisse du point d’intersection da et de la tangente a (fa l'origine.
Tracer, dans le repére de I'annexe, la courhg éCles éléments mis en évidence dans les quegtigtédentes de cette partie

Soitg la fonction définie sur [0 ; %o [ parg (x) = 2[

ThAhwWo NRE
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Exercice 4 : Annexe

Cette page sera complétée et remise avec la copiat la fin de I'épreuve

Partie A
n 1 2 6 7
Xn 0,2 0,4
Yn 0,8000 1,472 0

Partie B
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CORRECTION

EXERCICE 1 3 points Commun a tous les candidats

1. Une urne contient 10 bulletins indiscernables axher de 3 sortes :

4 sont marqués « oui », 3 sont marqués « non ssettBmarqués « blanc ».

Lors d’'un premier jeu, le joueur commence par mBgecentimes d’euro. Il tire ensuite un bulletinl'dene et I'y remet aprés I'avoir
lu.

Si le bulletin tiré est marqué « oui », le joueeait 60 centimes d’eurgil est marqué « non », il ne recoit rien.

Si le bulletin tiré est marqué « blanc », il re@fitcentimes d’euro.

Le joueur mise 0,30 €, il peut gagner 0,60 € a\rmzprobabilité% = 0,4 ou rien avec une probabili:tl% = 0,3 ou recevoir 0,20 €

avec une probabilitéi% = 0,3 donc I'espérance de ce jeu est égale a- @D x 0,4 + (0 - 30) x 0,3 + (20— 30) x 0,3

E(X) =12 -9-3=0. Le jeu est donc équitable.
2. Ona une succession de 4 expériences aléatoires idestif indépendantes, chacune d’aldsux issues :
* le bulletin tiré est marqué « oui y £ 0,4)
* le bulletin tiré n’est pas marqué « oui ¢,40,6)
donc la variable aléatoire X qui compte le nomieédlletins tirés marqués « oui », suit une lobbiale de parametres (4 ; 0,4)
81 _ 544

La probabilité cherchée estdom(X >1)=1-p(X=0)=1-06=1—-—— = =
P X = 1) A ) 625 625

10
3. Iy a ( 2] = 45 tirages différents.

Les possibilités de tirages différents sont : aumoui-blanc et non-blanc donc en nombre égak&84- 4 x 3 + 3 x 3 = 33.

La probabilité cherchée est don<::2’—:?2' = 1—1.
45 15
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EXERCICE 2 5 points
Partie A

LT _.LI
l.a. zg= 2e'? , Z¢c est le conjugué de; donczc = 2e E
1.b. Pour placer les points B et C on trace les deusdezde centre O et A et de rayon A :

-2

2. OB apour affixe 1 +{/3 ; CA apour affixe 2 — (1 —f3) =1 +i,/3 doncOB = CA

Le quadrilatere OBAC est un parallélogramme.
| zg | = |zc | donc OB = OC donc le quadrilatere OBAC est watme.

3. |z]=|z—2|= OM =AM = M décrit la médiatrice du segment [AQ] donc laitr¢BC).
Partie B
A tout pointM d’affixe ztel quez # z,, on associe le poiM’ d’affixe z’ défini parz’ = _—2

1.a z:_—42 - z(@Z-2)=—-4erz2 - z°-2z+4=0ez?2
Z_

A=4-16=-1242i3) doncz,=1+i3 etz,=1- i3

b. Les solutions de = _—42 sont donc les affixes des points B et C qui samicdes points invariants de I'application quz a
Z_
. ,_ —4
fait correspondre’ = ——.
z-2
1 1 . -4 -12 12 .
C. Zg==(Zotzpat+zg)==(3+i43) doncz ¢ = = = =3+iy3
6= 2o+ 2a+20) = S (3+1{/3) R TN P NE

Remarque Z ¢ = 3zg donc les points O, G, G’ sont alignés.

2. a. Question de cours :
pour tous nombres complexesetz,, |2y X z, | = (21X 25) X2, X 2, =21 % 2,X2,% 2, =|z1|* % |25 |?
|z|=0donc g1 X z;|=1z1| % |22 |

pour tout nombre complexenon nul,z x 1 =1 donc zxi‘=| Z|x —1‘:1donc 1 =—1.
z z z z| |z
= = -_— + -_—
b. pour tout nombre complexadistinct de 2z’ — 2 :—4 -2= 4-2z+4 = 22 donc |z’ -2 | :M.
z-2 z-2 z-2 |z-2]|
C. M est un point quelconque de D, dozd £ |z—2 |org’'— 2| :lezll doncfz'-2|=2= AM’'=2
Z_

Le pointM ’ associé aVl appartient a un cercléde centre A et de rayon 2.
Amérique du Nord juin 2006 6



EXERCICE 2 5 points  Exercice de spécialité

. . T - R 2
1l.a. La composée d'une la rotation de centr@ et d’anglez et h 'homothétie de méme centre et de rappégk, est une

/2

similitude directe de cent®, de rapportT d’angleg
b. o est une similitude directe donc son écriture C@mplest delafornB=az+b
J2 \/_ _ 1+

son rapport es{7 et son angle esztl— donca = 5

+i +i
donc I'écriture complexe de estZ = 1—2| z+b, Q(2) est le centre de donc 2 :1—2| x2+bdoncb=1—i

. 1+i .
L'écriture complexe de est :z— - zZ+1-1.

¢ z-z=z- ', 1si=tol gdietiea) =il 2o oawi] =il - e 21 0
2 2 2 2 2

doncz-7Z =i(2-2).

2.a. Question de cours

Par la rotation de centre A et d'ang]fe, r(P) = Q donc si B A, soitp # a etq # a alors :AP = AQ et AP ,A—Q) = g
g-a _mn q-a _i;
donc p—a|=|qg—a] et, arg— > +2kT[50|t = =idoncg-a=i(p-a).
p- p-a
Larelationg—a=i (p—a) reste vraie gp=a
b. D’aprés la question t. z - Z = i(2—- Z) donc le point M d’affixez est 'image de A dans la rotation de centre M’I’Ilj]’lﬂg

donc le triangl€QMM’ est un triangle rectangle isocele en M’, HI'Q.

3. Soit Aq le point d’affixe 2 +i.
On considére la suite () de points du plan définis par : pour tout entigtureln, A, . 1=c(A) .

/2

" (h+2)m
a. Montrons par récurrence sugue pour touh de N:a, = [TJ e 4 +2

0
/ O+2)m LT
ag=2+i or[TJ e 4 +2=e2+2=2+idoncla propriété est vraie pour 0

Montrons que pour toutde IN, la propriété est héréditaire

n (+2m n+l S(n+3)m
. . N2 i J 2 R
c'est-a-dire que pour toutde N, sia, = {T] e 4 +2alorsaps = [TJ e * +2

2 2 E n (n+2)n
Ans1=0o(A donca+——e4a +1-i=YZea| (X2 & 4 42|+1-i
n+1 ( ) n+1 2 n 2 2
n+1 n+1
2 (n+3)n i 2 (n+3)n
soitan 1= £ £ 441 — £ e \/7 \/_ \/_
2 2
n+1
2 i(n+3)n
an+1=[gJ e 4 +2

La propriété est héréditaire donc est vraie poutrriae IN.

b. Déterminer I'affixe de A.
5
V2 EAL J2 42
A5=(—J et +2=—+ [ J+2$0|tA5—87 —1i

2

4. le point A, est dans le disque de cenfest de rayon 0,01 si et seulemern®éi,, < 0,01
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orQAn=|an—2|=(gJ =(%J doncQA ,< 0,01 - (%J <001~ 100<(y2)"

In 100 or In 100 = 13,2 donc poun > 13, le point A, est dans le disque de cen2est de rayon 0,01.

Inﬁ Inﬁ

< In100<niny2 < n>
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EXERCICE 3 5 points

1. On considére la fonctiogdéfinie sur] 0 ; 4o [ parg (X) = Inx— 2 . On donne ci-dessous le tableau de variatiorgs.de
X

X 0 2,3 Xo 2,4 + o0

a(x) /_) 0 —_/’ + o0

g est définie dérivable sur] 0 ;e[ etg'(x) = L +£2 , X> 0 donay'(x) > 0, g est strictement croissante sur | O f.
X X

g(x) = l(xIn X—2)or IimOxInx= 0 donclimo XInx—2=-2de pIuskimol =+ o donc IimO g(x) = —co.
X X - X = );;O X X -

lim Inx=+ow et lim 2. 0 donc lim g(x) = +o
X - +oo X =t ¥ X — + 00
g est définie continue (car dérivable) strictementssante sur] 0 ; e [, g(] O ; + [) =R donc I'équatiorg(x) = 0 admet une seule

solutionxgsur] 0 ; +oo [.
0(2,3)= - 0,04 eg (2,4)= 0,04 donc 2,3 Xg< 2,4

2. Soitf la fonction définie sur] 0 ; ¢ [ parf (x) _5In X
5In x
a f(xo) = % orlnxg= 2 doncf (xq) :1_02
0 Xo Xo

b. Soitu(x) = Inx, f (X) = 5u’(X) u(x) donc une primitive dé est la fonction F définie par¥(= g[u(x)] 2

a

_E 2_§ 2:§ 2
Poura > 1,I f()dt = 2[In a] 2[In 1] 2[In aJ

1
3. Onatracé dans le repére orthonormal (TOI) ci-dessous les courbes représentatives des doisttiet g notées

respectivement (€) et (Cy).
On appelle | le point de coordonnées (1 R} a pour coordonnées(; 0)

M a pour coordonnées(; f (X)) soit [xo 1—2}
XO

Ho a pour coordonné{so 1—2}
XO

(D 1) le domaine du plan délimité par la courbe &t les segmentsHl] et [Po M ] a pour airej f)dt = g[ln Xo] 2

1

(D») le domaine du plan délimité par le rectangle troitsa partir de [Ol] et [®1 o] a pour aire 1 X%
0

Inxq= 2 doncg[ln Xo] %= g X iz = 1—2 donc les deux domaines (Det (D,) ont méme aire.
XO 0 0
2,3<x0<2,4donc 2,3< x/<24? doncl—o2 < 1—2 < 102 or1,7< 102 < 1—2 < 102 <1,9
2,4 X, 2,3 2,4 X, 2,3

soit 1,7< 1—02 <1,9 donc I'aire commune aux deux domaines espcsmentre 1,7 et 1,9.
0
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EXERCICE 4 7 points
Partie A. Etude d’une suite
1.a

n 0 1 2 3 4 5 6 7
Xn 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2 14
Yn 0 0,800 0 1,4720 1,8386 1,9625 1,9927 1,9984 7,999

b. C. D’aprés ce graphique, la suite semble croissante et

converger vers 2.

2.a. p'(¥) =-0,4x+ 1 quisannule poux = 2,5.

.

=0

<2
Pour toutxde [0 ; 2], p(X) O [0 ; 2] donc siy O[O0 ; 2]
alorsp(y,)O[0; 2]donc Xy, 4+1<2

(Yn+2)(Yn—2)or0<y,<2donC y+1—Yyn=0

convergente.

Partie B. Etude d’une fonction
4x

Soitg la fonction définie sur [0 ; 4o [ parg (X) = Z(eT;ﬂ (Cg) sa courbe représentative.
e

1. e’=1doncg(0)=0
= - 2 ’ = M = e—Ax
a(x) = 2(1 oo +J doncg'(X) 2[ L +1)2j 16( (e“+1)2j
2_ 4 e“—lz: _ et -1\’ _ (e -1 et* -
v el

2 2 ze4x B e4>< .
4=kl _4[ e** +1)2] (e“+1} - 16( (e** +1)2J =9

la fonctiong vérifie les conditions (1) et (2).

2.a 9= 2[1— T 1] donc lim g(x) = 2 donc (G) admet pour asymptoted’équation y = 2 en ¢o.
e X - + 00
4x
b. g(x) =16 [ ﬁ] doncg'(x) > 0 sur [0 ; 4o [. g est strictement croissante sur [0+
e

3. 9(0) = 0 etg'(0) = 4 donc la tangente a (a l'origine a pour équation y =3
L’abscissex du point d’intersection da et de la tangente a (fCa I'origine est telle que ¥ = 2 donc = 0,5.
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b. Yo=0donc (X y,< 2. La propriété est vraie ponr

1/ | | ‘ _ _ _ [ — Montrons que pour toutdeN, si0<y,<2alors K yn+1

La propriété est héréditaire donc est vraie poutrialeN.

Si0<x< 2, alorgp’(x) > 0 donc la fonctiop est croissante
2 L - Bl - dep(0) = 0,8 3p(2) = 2 donc sk 1 [0 ; 2] alorsp(x) O [0 ;
2

C Yn+1—-Yn=-02y’2+08=-02¢72-4)=-0,2

d. La suite {,,) est croissante, majorée par 2 donc est

10



