Pondichéry avril 2010

On considére la suiteif ) ,o définie par uy =1 et pour toun [0 N, un+1=é u,+n-2.

1. Calculeruq, u, etus.
2.a. Démontrer que pour tout entier natured 4, u, > 0.
b. En déduire que pour tout entier naturel 5,u,>n - 3.
C. En déduire la limite de la suita{) oy

e : 21
3. On définit la suite, ) oy, par : pour toub ON,v,=—2u,+3n— >
a. Démontrer que la suite () ,oy €St une suite géométrique dont on donnera larraste premier terme.

. 25(1)" 3 21
b. En déduire que : pour tontd N, u, =—(—j +—n-—.

43 2 4
n

C. Soit la somme $définie pour tout entier naturelpar : S, = Z u,

k=0
Déterminer I'expression de,&n fonction den.

CORRECTION
. 1 .
1. Sln:O,un+1:§ U, +n-2 devient:
1 . 1 5
Up==Ug+0-2soiu; == —2=——
1 3 0 1 3 3

Sin=1,un+1=é u,+n-2devient:

1 . 14
U,==u;+1-2soil,=——
2 3 1 2 9

Sin=2,un+1=:—13 Uu,+n-2 devient:

1 . 14
Us== Uy+2—-2sS0ilUz=——
3 3 2 3 27

2.a. Sin:3,un+1:§ U, +n-2 devient:

1 . 67
Ug== Uuz+3—-2s0iu,=— doncus>0
4 3 3 4 81 4

La propriété est vraie poar= 4
Montrons que la propriété est héréditaire c’estra-gue pour tout > 4, siu,> 0 alorsu, ;> 0.

un+1:§ u,+n-2,n>4doncn—-2>0de plu% u,>0

la somme de nombres positifs étant un nombre ﬁcnla(imhc:—l3 Up,+n-—2>0soitu,,+1>0.
La propriété est héréditaire donc vraie pour todiee natureh > 4.

b. En déduire que pour tout entier naturel 5,u,>n - 3.

Us= % Us+4-2 :% soitus= 2,28 donas>5-3

La propriété est vraie pouar=5
Montrons que la propriété est héréditaire c’estra-gue pour toub > 5, siu,>n—- 3 alorau,,1>n+1 -3 ou encorg,.; >N—2

un+1=:—13 u,+n-2,n>5doncu,>n-3
1 . 1
doncup. > 5(n—3)+n—230|tun+12 §n+n—1—2

nZSdonc%nzldoncunuzl+n—1—Zsinn+1Zn—2

La propriété est héréditaire donc vraie pour todiee natureh > 5.

C. lim n—3 =+ et pour tout entier natural> 5, u,>n— 3 donc d'aprés le théoréme de comparaison :

n - +o



im u,=+o

n - +o

3.a vn+l=—2un+1+3(n+1)——221~:>vn+1=—2(:—13un+n—2j+3n+3——221

2 21 2 7 1 1 1 21
Vhs1=——Up—=2n+4+3n+3—— =——Up+tN——= = Vo, == X(=2Up)+=%x3Nn—=x —
n+1 n 3 n 2 n+1 3 ( n) 3 3 2

1 21 1
Vn+1:§ (— 2Un+ SH—EJ < Vn+1:§ Vi

la suite ¢,,) noy €St Uune suite géomeétrique de rais;f)ret de premier termeg = — 2ug+ 3% 0 —%L =

b. vn:—2un+3n—£L:—2—5 1 donc—2un:—2—5 1 —3n+£Lsoit2un:£3 =
2 2 \3 2 \3 2 2
un=E 251 +3n—£1 doncpourtounm\l,unzz—5 1 +—3n—£]
21 2\3 2 4\ 3 2 4

1 n+1
25 1_(3j 75 1"
C. Zn:V0+V1+---+Vn:——x—SOitEn=—I (1_(§j J

V0=—2U0+3x0—%

V1:—2U1+3x1—%

V2=—2U2+3x2—%

vn=—2un+3><n—271

donc par addition terme a terme :
Vo+Vi+ ... +v,==2(Ug+u+...+u,)+3(0+1+.. )

En:—281+3(0+1+...m)—%[(n+1)

zn=—2a+3w—%(n+1)
3n%+3n-21n- 21
Y, =—-2S+ 5
3n%-18n-21
En:—2&+f
n’-6n-7 75 1\
donc-2§+3—— " =_2° 1—[-)
2 4 3

4 2

n+1 2 _ _
Sn:7_5 1_(;) 430 6n-7
8 3 2

n+l 2 _ _
25n=75[1_[1j ]+3n 6n-7



