Amérique du Sud novembre 2007
EXERCICE 1 4 points  Commun a tous les candidats
1. Dans cette question, on demande au candidat d’expes connaissances.

On suppose connu le résultat suivant : la fonotien e est 'unique fonctiop dérivable suR telle qued’ = ¢, etd(0) = 1.
Soita un réel donné.
a. Montrer que la fonctiofidéfinie suR parf (x) = e**est solution de I'équatioyi =a .

ax

b. Soitg une solution de I'équatioyi = a y. Soith la fonction définie suR parh(x) =g (x) e~
Montrer queh est une fonction constante.

C. En déduire 'ensemble des solutions de I'équayicna v.

2. On considére I'équation différentielle (EY .= 2y + cosx.

a. Déterminer deux nombres réaletb tels que la fonctiof, définie surR par :f o (X) = a cosx + b sinx soit une solutiorf ; de
(E).

b. Résoudre I'équation différentielle gi:y = 2y.

C. Démontrer qué est solution de (E) si et seulement sif  est solution de (F).

d. En déduire les solutions de (E).

e Déterminer la solutiok de (E) vérifiant (gj =0.

EXERCICE 2 5 points  Candidats ayant suivi I'enseigement de spécialité

Le plan P est rapporté a un repere orthonormat i u, \7).

On fera une figure que I'on complétera avec le@dhts éléments intervenant dans I'exercice.
1. On considére les points A d’affixe 1 et B didfi.

On appelle S la réflexion (symétrie axiale) d’ard).

Montrer que I'image M’ par S d’'un point M d’affixea pour affixe Z =—i z + 1 +1.

On note H I’homothétie de centre A et de rappdtt Donner I'écriture complexe de H.
On notd la composée Ho S.

Montrer qud est une similitude.

Déterminer I'écriture complexe de

On appelle M" I'image d’un point M pér

Démontrer que I'ensemble des points M du pl&gee : AM" =— 2AM est la droite (AB).
Démontrer que I'ensemble des points M du plégee :AM" = 2AM est la perpendiculaire en A a la droite (AB).

o P ATPWN

EXERCICE 2 5 points
Candidats n’ayant pas suivi I'enseignement de spédité

Le plan P est rapporté a un repére orthonormatio(e ;El , \7).
On fera une figure qui sera complétée au fur eegume.

Soitf I'application qui a tout poini de P d'affixe non nulle associe le poir¥l’ d’affixe : Z = %[z +—1j

z
1. Soit E le point d’affixezg = — i. Déterminer I'affixe du point Eimage de E pdr
2. Déterminer 'ensemble des poiriktels queM’ = M.
3. On note A et B les points d’affixes respectives  &. SoitM un point distinct des points O, A et B.
o z+1_(z+1)
a. Montrer que, pour tout nombre complexdifférent de 0, 1 et -1, on a—1 = S-1)
z'- z-
o . M'B . MB . . T o e . )
b. En déduire une expression dMe—A en fonction dem puis une expression de I'angl#M('A, M 'B ) en fonction de I'angle
(MA,MB).
4. SoitA la médiatrice du segment [A, B]. Montrer qué/sest un point dé distinct du point O, alorsl ’ est un point de.
5. SoitT" le cercle de diamétre [A,B].
a. Montrer que si le pointl appartient & alors le point’ appartient & la droite (AB).
b. Tout point de la droite (AB) a-t-il un antécédeat p?
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EXERCICE 3 5 points

Commun a tous les candidats

L’espace est muni d’un repére orthonornﬁl,f I K ).
1.

Déterminer une représentation paramétrique deoiéedd) passant par A et de vecteur directeur

2.
Démontrer que les plans (P) et (Q) sont sécantsldDnera une représentation paramétrique de leitedf'intersection, notéel().
Montrer que le vecteur de coordonnées (2 ; 1 sflue vecteur directeur dd 1.
Démontrer que les droited) et (d ') ne sont pas coplanaires.

noTp AW

EXERCICE 4 6 points

1.

oo

o

N

TP AwWaO T

. Dé

o

On considére le point A de coordonnées (- 24)get le vecteuu de coordonnées (1 ;5 ; — 1).

On considére les plans (P) et (Q) d’équati@msiennes respectivesy-z=7 etx - 2z=11.

On consideére le point H de coordonnées (- 35)3t le point Hde coordonnées (3 ; 0 ; — 4).

Veérifier que H appartient a) et que Mappartient ad’).
Démontrer que la droite (HHest perpendiculaire aux droitef) €t d ).
Calculer la distance entre les droitdsdt d ), c’est- a- dire la distance HH

Déterminer I'ensemble des points M de I'esgatequeMH' .HH' = 126.

Commun a tous les candidats

On consideére la fonctidn définie sur [0 ; 4o [ par :f; (X) = 2x - 2 + In &2+ 1).
Déterminer la limite dé; en +oo.

Déterminer la dérivée de.

Dresser le tableau de variationsfde

Soitn un entier naturel non nul. On considére la fomctip, définie sur[0; to [ par:f,(X) =2x -2 +

Déterminer la limite d&,, en +oo.
montrer que la fonctidh, est strictement croissante sur [ Oop .

Démontrer que I'équatidn, (X) = 0 admet une unique solutiog sur [ 0 ; +oo [.

Justifier que, pour tout entier natuneD <o, < 1.

Montrer que pour tout entier naturel nonmul, (o, +1) > O.

Etude de la suiter)

Montrer que la suiteu(,) est croissante.

En déduire qu’elle est convergente.

Utiliser I'expressiori,= 1 —

In (a2 +1)

pour déterminer la limite de cette suite.

In (x? +1)
—
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CORRECTION

EXERCICE 1 4 points  Commun a tous les candidats
l.a. f est définie dérivable sik (composée de fonctions dérivables) '¢k) = a e** doncf ’(x) = af (x) donc la fonctiorf définie

surR parf (x) = e**est solution de I'équatioyi =a .

—ax ax

b. h est définie dérivable s (produit de fonctions dérivablesh;(x) =g'(x) e **+g(x) x (—a) e~

ax

donch'(x) = [g'(x) —ag(x)] e"
or g une solution de I'équatioyi = a ydoncg'(x) —a g(x) = 0 donch’(x) = 0 donch est une fonction constante.

C. Si g une solution de I'équatioyl = a y, alors la fonctiorh définie surR parh(x) = g (x) e ?* est une fonction constante, donc
il existe un réel C tel qua(x) = C donag (x) e *=C donag (x) = C € 2

Réciproguement, d’aprés la questibra. la fonctiong définie sur R pag(x) = C €** est solution de (E) donc les solutions de (E) sont
les fonctions de la formg(x) = C **,

2.a. lafonctionf o définie surR par :f o(x) =a cosx + b sinx est une solutiof ( de (E) dond o'(x) = 2f 5(x) + cosx

orfo'(X) =—asinx +b cosxdoncfy’(x) = 2f 5(X) + cosx = pour toutx réel, —a sinx + b cosx = 2a cosx + 2b sinx + cosx
donc — &+ 2b) sinx+ (b—2a—-1) cox=0
La relation est vraie pour towtdonc en particulier powr =0 soit— &+ 2b) sin0+ p—-2a—1)cos0=0donc—2a—-1=0et

pourx:g soit— @+ 2hb) sing +(b-2a-1) cosg =0donc—g+ 2b)=0donca+ 2b=0.

-2a+b=1

alors—2L1+deonneSa:—ZetSb:1d0nca:_—2 et2L,+ L,donne 5 =1 soit
a+2b=0 5

En résolvant le systém%

b == doncf ((X) = é(— 2 cosX + sinx)

gl

Vérification : pour touix réel :f o'(x) = %(2 sinx + cosx) or 2f 4(X) + cosx = é(— 4 cosx + 2 sinx) + cosx = %(2 sinX + cosx)
doncf ¢'(X) = 2f ¢(X) + cosx

b. L'équation différentielle () : y' = 2y admet pour solutions les fonctions de la fogfx = C e**.

C. f-foestsolutionde () = (F—-f o) =2(F—-fg) = f'=fg=2f —2fgorfy’'(x) =2f4(X) + cosx

f - f o est solution de (F) = pour toutx réel :f'=2f + cosx = f est solution de (F).

d. f est solution de (F) = f—f o est solution de (§) = pour toutx réel : § —fo)(x) = C €*

- pour toutx réel f (x) =f o(X) + C €?*. Les solutions de (E) sont les fonctions de lanf (x) = é(— 2 cosx + sinx) + C e**

e k estsolutionde (E) donc il existe une constante C telle que pmutx réel :k(x) = %(— 2 cosx + sinx) + C e**
k| D :0donc£[—200 T 4sinf B ]+Ce“:050itE +Ce“:0d0ncC:£e‘"
2 5 2 2 5 5

pour toutx réel :k(x) = é[— 2 cosx + sinx — e2*™ ]
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EXERCICE 2 5 points  Candidats ayant suivi I'enseigement de spécialité
1. S est une réflexion donc une similitude indieedonc son écriture complexe est de la formeaz =+ b

l=a+b
S est la réflexion (symétrie axiale) d’axe (AB) d&®(A) = Aet S(B) =B donf{ ) a ai +b donc par différence membre a membre
i=-ai
(1+i)a=(1—i)donc2a=(1-%4ponca=—i,a+b=1doncb=1+i.

L'image M’ par S d'un point M d’affixez a pour affixe Z = — iz +1+i.
2. L'écriture complexedeHestz’-1=-2 (z-stjtzZ=—-2z+1

3.a. f=Ho Sdoncfestlacomposée de deux similitlides S indirecte, l'autre H directe donc f est wmilitude indirecte.
b. M(2 0% M(2) OfLM"(2) avecz"=-2z+1letz=—=zi+1+idoncz"=—2(-2 +1+i)+1
soitz"=2iz —1—2i. L'écriture complexe deestz =2 —1-2i.

4.a. 2'=2iz +1-2idoncAM" apouraffixez”—lzZiE —2i:2i(E -1)
Siz=x+iyavecxetyréelsalorg’ —1=2i[k—-1)—iy|]=2y+2i(x—1)

2y=-2(x-1 y=-x+1
2(x-1)=-2y - {x—lz—y
Le point A (1 ; 0) appartient a la droite d’équatio+ y = 1 ainsi que le point B (0 ; 1) donc cette dreis¢ la droite (AB)
AM" = —2AM < M O (AB)

AM" a pour coordonnées {2 2x—2) ; AM" =— 2AM o { = X+ty=1

o 2y=2(x-1 =x-1
b. DemémeAM"=2AMc>{ y=20-1) {y X

2(x-1)=2y - Xx=-1=y

Un vecteur directeur de (AB) e#B de coordonnées (— 1 ; 1).

Soit A la droite d’équatiory = x + 1, A A ainsi que le point C de coordonnées (0 ; — 1) ecteur directeur dé est AC de
coordonnées (—1;-1)

AB . AC = (= 1)x (- 1) + 1x (- 1) = 0 donc les droites (AB) et (AC) sont ogboalesA est la perpendiculaire en A a (AB).

L'ensemble des points M du plan tels ga®" = 2AM estla perpendiculaire en A a la droite (AB).
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EXERCICE 2 5 points Candidats n'ayant pas suivi 'eseignement de spécialité

1. Soit E le point d'affixezg = - i, I'affixe du point E, image de E pdr estZ = %(—i +iJ =0doncE' =0
=i
2. M=MeZ=zetz#0 o E(z+—1j=z‘=» 241227072210 7= 10uz=1
2 z z
2 41— _
3.a. Pour tout nombre complexaifférent de 0, 1 et -1, on z{’:—1=1 z+—1 —1=—1 2+ 17 22 =—1(Z Iy
2 z 2 z 2 z
1(z+1)? ,
5 . =
z’+1:£(2+_1j+1=—1 z +1r2z) 1@ ) doncZ+1=2 Z_ = z+1 .
2 z 2 z 2 z z’-1 1(z-) z-1
2 z
1 ] 2 2 ' 2
+ + — +1 —_— +
b. MB:Z 1= z+1 =MBZ et (M'A,M‘B):argZ donc(M'A,M‘B):argz—1
M'A z'-1 z-1 MA z'-1 z-1
1 S N

donc(W,M—'B):zarg{ jdonc M'A,M'B)=2(MA,MB) +2kmn(kk07Z)

z-1

4. si M est un point dé distinct du point O, alors1A = MB donc MB_ 1 doncM ’ est un point dé\.

5.a. Sile pointM appartient & alors (MA,W):%[ +nm (nOZ)doncM'A,M'B)=1t+2n T+ 2K T

donc M'A,M'B) =1+ 2k1t(k 0 Z) donc le pointM ' appartient a la droite (AB) et plus préciséme[RB] privé de A et B.
b. (AB) est la droite d’équatiop = 0 donc tout poinl ' de (AB)a une affixe réella.

M "a au moins un antécédent d'affixe O parf si, et seulement si%(z+—1j: 0= 20z2=2°+1< 2°-20z+1=0
z

orA=4a’-4, 4a?— 4 est un réel donc cette équation admet au nwiesolution complexe, non nulle donc tout pom(AB) a
au moins un antécédent gar
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EXERCICE 3 5 points  Commun a tous les candidats

1. la droite @) passant par A et de vecteur directauest 'ensemble des points M de I'espace tels gNe=Kk U.
On considére le point A de coordonnées (- 2 ;)8etde vecteuru de coordonnées (1 ;5 ; - 1).
x+2=k x=-2+k
Une représentation paramétrique de la dral)ep@ssant par A et de vecteur directeurest donc{ y-8=5k soit { y=8+5k
z-4=-Kk z=4-Kk

aveck réel quelconque.
2. Le vecteum de coordonnées (1 ; — 1 ; — 1) est un vecteur aloaniP)

Le vecteurn' de coordonnées (1;0;—2) estun vecteur noanta)
Les coordonnées de ces vecteurs ne sont pas poop@ites donc les vecteurs sont non colinéairex:des plans (P) et (Q) sont
sécants suivant une droit)(

X—-y-z=7
MO@M) = { « zz—ll soiten posart=t (avect 1 R),x=11+2z=11+2t;y=x—-z—-7dongy=t+4
x=2t+11
Une représentation paramétrique de leur droitdet'sectiond’) esty y=t+4 (avect OR)
z=t

Soit E le point de coordonnées (11 ; 4 ; 0) Eegdint de ') correspondant au paramétre 0.
(d") est I'ensemble des points M tels qw =k v donc le vecteur de coordonnées (2 ; 1 ; 1) est un vecteur directef ’).

3. Les coordonnées des vecteurgt v ne sont pas proportionnelles donc les vecteursrsamcolinéaires donc les droiteh) ét
(d") ne sont pas paralléles, elles sont soit coplasat donc sécantes soit non coplanaires et dont jpas de point d’intersection
Déterminons s'il existe le point d’'intersection @g et d ).

X=-2+Kk
M 0(d) donc il existe un rédd tel que les coordonnées de M soienty =8+ 5k
z=4-Kk
x=2t+11
M [(d ") donc il existe un réditel que les coordonnées de M soienty =t +4
z=t
Xx=-2+k=2t+11 k=2t+13 L,+L, 0=3t+9 t=-3
doncq y=8+5k=t+4 <7 5k=t-4 < | -L, 6k=0 - k=0
z=4-k=t -k=t-4 -k=t-4 -k=t-4

La derniére condition n’est pas vérifiée donc lesitds @) et d ) ne sont pas coplanaires.

4.a. sik=-1, le point ded) correspondant a pour coordonnées (- 3 ; 3 ; B ¢tb (d).
sit=—4, le point de (d’) correspondant a pour dooanées (3 ; 0 ; — 4) donc ' (d’).

b. HH' a pour coordonnées (6 ;-3 ;—B)H' .U =6x1—3x5-9x(—1)=0

HH'.v =6x2—3x1—9x 1 =0 donc la droite (HWest perpendiculaire aux droitef) et d’).

C. HH %= 6%+ (- 3)*+ (— 9)°= 126 donc la distance entre les droitset () est./ 126.
5.  MH'.HH' =(MH+HH").HH' =126 doncMH.HH' + HH'?>= 126 doncMH.HH' =0

L'ensemble des points M de I'espace tels dfiel'.HH' = 126 est le plan perpendiculaire en H a (HH’).
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EXERCICE 4 6 points  Commun a tous les candidats
l.a. SoitX=x?+1, lim X=+wor lim InX=+cdonc lim In (x*+ 1) = +c ; lim 2x-2=+cdonc lim f;(x)=+o

X - +o00 X -+ X — + 00

Lb. f,(0=2+3 i‘l,szdoncxfi‘l >0etf, (X)>2soitf, () >0

1.c.
X 0 + oo
f, (%) +

f ’ ?+&)
)

2.a. Déterminer la limite dé, en +oo.

2
Soit X =x?+1, lim X=+wor lim In X =+ donc lim In (x?+ 1) = +e donc lim N+ _ L

X - +o00 X -+ X — + 00 X - + 00 n

lim 2x-2=+wdonc lim f,(x)=+w

X - + 00

1 2 . 1 2 X
2.b. f,X)=2x-2+=In(x“+1)doncf (x)=2+—x
n() n ( ) n() n X2+1

x>0 etn> 0 donc fx
X“+1

>0etf, (xX)=2soitf, (x)>0

X 0 + oo
fo (%) +

+ oo
fo |,  ’

2.c. f,estdéfinie continue et strictement croissantg®uroo [, f, ([0 ; +o[) =[—2; +oo [
00f,([0; +[) donc I'équatiorf , (X) = 0 admet une unique solutian, sur [0 ; +oo |.

2.d f,(1)= InTZ ; fn (1) >0 eff , est strictement croissante sur [0+, donc 0 <o ,< 1.

3. O+ est solution dén+l(x)=0donc2an+l—2+iln(cx§ + 1)=0donciln(cxﬁ +1)=2- 41
n+1 n+1
In(a? +1)=0+1) (2-20,+1)

0 (@ne1) = 20001243 N0 +1) = 200= 2+ (1+ 1) 2= 200s)

n+1
fn(an+l):_(2_21n+l)'*'T(2_2(1n+1)

n+1l 1
fn((xn+1):(2_2cxn+l) [T_lj :2(1_dn+1)ﬁ

Pour toutn, 0 <a,<1ldoncl-e,,;>0dond,(0h+1)>0
4.a. fp(ap+y)>0etf,(a,)=0de plug, est strictement croissante sur [0efdonc 0 <o, <d,.+1<1
La suite € ,) est croissante.

X 0 Oq Opne+t 1 + o0
f. () +
+ 0
|, o
b. (a ) est croissante majorée par 1 donc est convergent
In (a2 +1)

c.  Utiliser I'expression,= 1 — pour déterminer la limite de cette suite.

. 2 o0 . 1 _In@;+D) _In2
Pourtounde N*, 0 <a,<ldoncl<a;+1<2dou0<In@; +1)<In2d0nc2n < <

2n 2n
. - .1 _ . In2 _In(aZ+1) .
D’apres le théoréme des gendarmes, comine — = lim —— =0alors im ——— =0donc lim a,=1
no+ow 2n no+ow 2n no+ow 2n n_+ow
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