Métropole 23 juin 2009

EXERCICE 1 4 points

Commun a tous les candidats

Les deux questions de cet exercice sont indépesslant

1. On considére la suiteif ) définie par uy= 1 et, pour tout nombre entier natungli,, . ;= 3 u,+4.

On pose, pour tout nombre entier natuxel, =u, — 6.

a. Pour tout nombre entier naturglcalculerv,, . ;en fonction dev,, . Quelle est la nature de la suitg | ?
. . 1\"

b. Démontrer que pour tout nombre entier natarel, = - 5 (éj + 6.

C. Etudier la convergence de la suite (un).

2. On considére la suitav(, ) dont les termes vérifient, pour tout nombreemti> 1 :

nw,=MNn+21w,_,+1etwo=1.
Le tableau suivant donne les dix premiers termesette suite.
W g W 1 W W3 W4 W5 W g W7 W g W g
1 3 5 7 9 11 13 15 17 19

a. Détaliller le calcul permettant d’obtemir,.
b. Dans cette question toute trace de recherche, nmmeplete, ou d'initiative méme non fructueuseageise en compte dans
I'évaluation.

Donner la nature de la suite (). Calculemnw ygpq

EXERCICE 2 6 points Commun a tous les candidats

Soitf la fonction définie sur I'intervalle [0 ; & [ parf (X) = In (1 +xe™ ).

On notef ' la fonction dérivée de la fonctidrsur I'intervalle [0 ; +oo [.

On note C la courbe représentative de la fondtiabens un repére orthogonal. La courbe C est repéesen annexe 1 (a rendre avec

la copie).

PARTIE |

1. Justifier que lim f(x) = 0.

2. Justifier que pour tout nombre réel postife signe dé '(x) est celui de 1 x.

3. Etudier les variations de la fonctiésur 'intervalle [0 ; +oo [.

PARTIE Il

Soit A un nombre réel strictement positif. On pos@)Af '[ OA f(X)d x. On se propose de majorerM\@ l'aide de deux méthodes
différentes.

1. Premiére méthode

a. Représenter, sur I'annexe jointe (& rendre aveopée), la partie du plan dont l'aire en unité tBaiest égale a AJ.

b. Justifier que pour tout nombre réedtrictement positif, AQ) <A f (1).
2. Deuxieme méthode

A
a. Calculer a l'aide d’'une intégration par partiﬁ§ xe * dx en fonction dé..
b. On admet que pour tout nombre réel positih(1 +u) < u.

Démontrer alors que, pour tout nombre féstrictement positif, A) < -1 e " - e *+ 1.

3. Application numérique

Avec chacune des deux méthodes, trouver un majdeaA(5), arrondi au centiéme. Quelle méthode ddameeilleur majorant dans
le casoth =5 ?

EXERCICE 3 5 points Commun a tous les candidats
l. Cette question est une restitution organisée deaissances.

n!
pi(n-p!
Démontrer que pour tout nombre entier nataret pour tout nombre entier natupslels que K p<nona:

= =+ .
p p-1 p
II. Un sac contient 10 jetons indiscernables au touchgetons blancs numérotés de 1 a 7 et 3 jetoins numérotés de 1 a 3.

On tire simultanément deux jetons de ce sac.
1.a. On note A I'événement « obtenir deux jetons blancs

. . n
On rappelle que $i etp sont deux nombres entiers naturels telspga alors( ]:
p

Démontrer que la probabilité de 'événement A gsdéa%.

b. On note B I'événement « obtenir deux jetons portigst numéros impairs ».

Calculer la probabilité de B.

C. Les événements A et B sont-ils indépendants ?

2. Soit X la variable aléatoire prenant pour valeundenbre de jetons blancs obtenus lors de ce tsageltané.
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a. Déterminer la loi de probabilité de X.
b. Calculer I'espérance mathématique de X.

EXERCICE 4 5 points Candidats n'ayant pas suivi 'eseignement de spécialité
Dans le plan complexe muni d’un repére orthonordiadct (O;u,Vv), on associe a tout point M d’affienon nulle, le point M

milieu du segment [M M] ou M est le point d’affixe%. Le point M est appelé I'image du point M.

1l.a. Montrer que les distances OM et QMerifient la relation OMx OM ;= 1 et que les anglesﬁ( OM, ) et (u, W) vérifient
I'égalité des mesures suivantas, OM 1)=- (u, OM) & 2 pres.

b. Sur la figure donnée en annexe 2 (a rendre aveaplig) le point A appartient au cercle de centret @e rayon 2.
Construire le point Aimage du point A. (On laissera apparents lesstd@tconstruction).

2.a. Justifier que pour tout nombre complexon nul, le point Ma pour affixez = %[z+}j.
z

b. Soient B et C les points d'affixes respectivese®+ 2 i. Calculer les affixes des pointsd C images respectives des points B
et C.

C. Placer les points B, C,'Bt C sur la figure donnée en annexe 2 (a rendre aveupia).

3. Déterminer I'ensemble des points M tels que\.

4. Dans cette question, toute trace de recherche nm@mmpléete, ou d'initiative méme non fructueuseagwise en compte dans
I'évaluation.

Montrer que si le point M appartient au cercle detie O et de rayon 1 alors son imagealpartient au segment [KL] ou K et L sont
les points d'affixes respectives — 1 et 1.

EXERCICE 4 5 points Candidats ayant suivi I'enseigement de spécialité
Les trois questions de cet exercice sont indépeesan
1l.a. Déterminer I'ensemble des couples ¥) de nombres entiers relatifs, solution de I'équatE) : 8x - 5y = 3.

b. Soit mun nombre entier relatif tel qu'il existe un coeifh, q) de nombres entiers vérifiamt=8p + 1 etm=5q + 4.
Montrer que le couple( g) est solution de I'équation (E) et en déduire que 9 (modulo 40).

C. Déterminer le plus petit de ces nombres entiessipérieurs a 2 000.

2. Soitn un nombre entier naturel.

a. Démontrer que pour tout nombre entier natkreth a : 2*= 1 (modulo 7).

Quel est le reste dans la division euclidienne 8®%ar 7 ?

3. Dans cette question, toute trace de recherche,n@oenpléte, ou d'initiative, méme non fructueuserasprise en compte

dans I'évaluation.

Soienta etb deux nombres entiers naturels inférieurs ou éga@avea # 0.

On considére le nombre Na= 10 + b. On rappelle qu’en base 10 ce nombre s'écrit &frme N =a00b .
On se propose de déterminer parmi ces nombressentgurels N ceux qui sont divisibles par 7.

a.  Vérifier que 1¢= - 1 (modulo 7).

b. En déduire tous les nombres entiers N cherchés.
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ANNEXE 1
. Exercice 2
(A rendre avec la copie)

|

ANNEXE 2
Exercice 4 Candidats n’ayant pas suivi 'enseignemé de spécialité

=]
:LJ
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CORRECTION

EXERCICE 1 4 points Commun a tous les candidats

1 1 1 1
1.a Vn+l:un+l—6=:—3Un+4—6:§un—2d0n0/n+1=§(Un—6)::—3vn

(vn) est une suite géométrique de raiqoﬂ% et de premier terme,=ug- 6 =—5don&,=v,q"=-5 (%) .

b. vn=un—6doncun=vn+6=—5(%) + 6.

n
c. si—1<q<1 alorsnlin)m g"=0 doncnlin)m (%) =0 doncnlinjm u,=6.
2.a. 10w p=11wg+1 soit 10Ww1p=11x19+1 =210 d0nw10= 21.
b. Montrons par récurrence que pour towte N,w,=2n+ 1.
Vérification : sin=0,wo=1=2x 0 + 1 donc la propriété est vraie pour 0
Montrons que pour tout, siw,=2n+ 1l alorsw,,;=2n+1)+1=2n+3
nw,=MNn+21)w,_;+1donch+Lw,.;=n+2)w,+1lsoith+L)w,.;=(n+2)(2n+1)+1
(n+1)w,,;=2n?+5n+3
or(2n+3)(+1)=2n?+5n+3donch+ 1)wn.,=(2n+3) (i +1)
nO Ndoncn+ 1#0doncw,,1=2n+ 3
La propriété est héréditaire donc vraie pour todé IN.
La suite (v,, ) est donc une suite arithmétique de raison 2remier termev, = 1.

W2009:2x2009+1:4019

EXERCICE 2 6 points Commun a tous les candidats
PARTIE |
1. lim £ =+wdonc lim xe*=0soit im 1+xe *=1

X » + o0 X X - + oo X — +o00

)I(imllnx=ln1=0donclim f(x)=0.

X > + 0

X

2. Soitu(x) =x etv(x) = e *alorsu’(x) = 1 etV(x) = — € *
e (1-x)
l+xe™

La fonction exponentielle est strictement posisue IR, pour tout nombre réel positifl +x e™* > 1 donc le signe di'(x) est celui
de 1 —x.

La dérivée de — x e *est donc & —x e * = (1 —x) e * doncf '(x) =

3. 1-x>0 < x<1d'oule tableau de variation de
X 0 1 + oo
f'(X) + 0 —

f 0/ e \ 0

PARTIE II

1. Premiére méthode

a. f est positive sur [0 ; % [ etA > 0 donc AR) représente l'aire de la partie de plan compmged'axe des abscisses, la courbe
def et les droites d'équatiors= 0 etx = A.

Exemple : aved = 2, A(\) est représentée par l'aire mauve.

044

o o5 15 2 25 El 35

b. fadmet sur [0 ; +o [ un maximum en 1, donc pour tout 0,f (x) < f (1)
f est continue sur [0 ;e [ etA >0 doncj : f(x)dx< I; f(1) dx soit AQ) <f (1) j; d x donc pour toud strictement positif,

A < (D).
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2. Deuxiéme méthode
a. Soit w(x)=e* uX)=-¢€"*
v(X) =X V(x)=1

donc‘[oA xe * dx :[—xe‘x]z —J'; —e * dx

X

J'OA xe * dx :—Xe'“—[e'x] !

0

J'(j xe *dx =-re t-et+ 1.

b. La fonction exponentielle est strictement positue IR, donc pour towt>0,xe *>0doncIn (1 xe *)<xe™*

f est continue sur [0 ;e [ etA >0 donc.[oA f(x)dx< _[2 xe “dx soitAQ)s—-re —e M+ 1.

3. Application numérique
SiA =5, Méthode 1 : A(5% 5f (1) soit AQ) < 1,57
Méthode 2 : A(5k - 5 € °— e >+ 1 soit AQ) < 0,96

La méthode 2 donne le meilleur majorant dans leoGas= 5.

EXERCICE 3 5 points Commun a tous les candidats

(n—lj_{n—l}z (n-pt . (n-!
p-1 p ) (p-Di(n-p)! pl(n-p-1)!

P-D'h-p!=1x2x .. x(p=-1)x1x2x..(MN-p)

p!'(n—p—-1)!1=1x2x .. xpx1x2x .. (n—-p—1)

Pour réduire au méme dénominateur les deux fragtibsuffit de multiplier le premier dénominateaarp et le second par—p
P-D'h-p!xp=1x2x . x(p-1)xpx1x2x.N-p)=p!*x(nh-p)!

p!'(n—p-1)!x(n—-p)=1x2x .. xpx1x2x..(h—-p-L)x(n—-p)=p!*x(h-p)!

[n—1j+[n—1j: (n-D!xp _ (n=D!x(n-p)

p-1 p ) (pP=-Di(n=-p)'!xp pin=-p-!x(n-p
(n—lj{n—l):(n—l)!xp+(n—1)!X(n—p) - [n—lj{n—lj:(n—l)!xp+(n—1)!X(n—p)
p-1 p p!(n-p)! p-1 p p!(n-p)!

(n—lj_'_[n—lj:(n—1)!x[p+(n—p)]: n! dOﬂC[nJZ(n_1]+[n_lj
p-1 p p!(n-p)! pi(n-p! p p-1 p

nombre de cas favorabl
nombre de cas possibli

10 7
Le nombre de cas possibles ESZt] =45 ; le nombre de cas favorables(ezs} =21 dong(A) = j—; = %

b. 4 jetons blancs portent un numéro impair (1 ; 3 7bet 2 jetons noirs portent un numéro impair 8} donc 6 jetons portent

6
un numeéro impair. Le nombre de cas favorable{g%t: 15 don(B) = 15 = 1

1. 1. a. On a équiprobabilité des événements élémentaimresp]s) =

45 3
C. A n B est I'événement : « « obtenir deux jetons blactant des numéros impairs ».
4
Le nombre de cas favorables ¢st| = 6 doncp(A n B) = 5 = 3.
2 45 15
7 1

2 .
A) xp(B) = — x = # — donc A et B ne sont pas indépendants.
P(A) % p(B) £ 3% % P P

2. Soit X la variable aléatoire prenant pour valeundenbre de jetons blancs obtenus lors de ce tsageltané.

o
etp(x:l):¥ = l

45 15 45 15
X

p(X =Xx)

Y
a. b. p(X=O)=i 1

G||—\ o

|§ E|\‘N

o
RIS

XPX=X) 15 15 5

7
donc E(X) =—.
X) =
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EXERCICE 4 5 points Candidats n'ayant pas suivi I'aseignement de spécialité
1l.a. Soitz, l'affixe de My, z, = 1 donczz,=1
z

|zz;|=1etarg{z;) =0a2rpréssoitf||z,]|=1etargd) + arg ¢;) =0 & 2r pres.
donc OMx OM,=1et (U,OM,) + (u, OM) = 0 & 2r prés.

soit OMx OM ;=1 et (u,OM, ) =— (u, OM) & 2 preés.

b. Deux constructions sont possibles :
Construction 1

Construction 2

Construire le point A" symétrique de A par rappartaxe deg Construire le cercle de centre O de rayon 0,5

réels, alors OA = OA" = 2 e, OA") = — (u, OA) & 2x prés.

. : 1
puis construire le cercle de centre O de rayzcon

Le segment [OA"] coupe ce cercle en &l que

OAxOA;=1et(,OA,)=—(u,OA) a2z preés.

A' est le milieu de [AA].

A

Construire le point A" intersection de ce cercledetrayon OA
alors OA" = 0,5 etj, OA") = (u, OA) & 2z pres.

puis construire le symétrique de A" par rapportaael des réels,
alors OA, = OA"=0,5et 1, 0A, ) =— (u, OA") & 2x prés
OAxOA;=1et(l,OA,)=—(u,O0A) & 2x prés.

A' est le milieu de [AA].

o)

2.a. M a pour affixez, et M pour affixez donc le milieu M' de [MM] a pour affixez = %(z +z))o0rz, =

doncZ = 1(z+ilj
2 Z

b. B'apouraf“fixeb':E 2i+i_ :1 2
2 2i 2
C.

OK\-
S
>
>

o

1
z

:Ei;C‘apouraﬁixec'-—-l —2i+—:L :l(—2i+lj :—Ei
4 2 4

-2i 2 2
3. M:M'«:»Z:E(Z+EJ4=>ZZ:Z+14=>z:E
2 z z z
e z’=1ez=-1ow=1
4. Si le point M appartient au cercle de centre Oestajon 1 alors il

existe un réed tel que son affixe soit cds+ i sind ou encore & donc= =
z

e '’ doncz = %(Z+EJ = %(e”’ +e7'") = cosd donc M' est un point de
z

I'axe des réels

— 1< cosb < 1 donc M appartient au segment [KL] ou K et L sont les p®in

d'affixes respectives — 1 et 1.

Autre démonstration possiblévt appartient au cercl€ de centre O de rayon

1 donc M, est tel que OM= 1 et U, OM, ) =— (u, OM) & 2z prés donc M

1 est le point du cercl& symétrique de M par rapport a I'axe des réels tonc

milieu M' de [MM 4] est un point de 'axe des réels de méme absgissé
situé a l'intérieur du cercle donc M appartient au segment [KL] ou K et L

sont les points d'affixes respectives — 1 et 1.
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EXERCICE 4 5 points Candidats ayant suivi I'enseigament de spécialité

l.a. 8x1-5x1=5donc &-5y=3admet pour solution particuliexes 1 ety =1

Par différence membre a membre x8(@1) —-5¢—1)=0soit8X—1)=5¢y—1)

8 divise 5 ¥ — 1) et 8 est premier avec 5 donc 8 diyisel, il existe un entier relatiftel quey — 1 = 8k
En remplagany — 1 par & dans 8X— 1) =5 ¢ — 1) on obtient que & 1) = 5x 8 k doncx — 1 = 5k
doncx=5k+ 1 ety=8k+ 1 avek O Z.

Vérification: 8 (5k + 1) -5 (& + 1) =3

Les solutions de I'équation (E) sont les entierdfimat x = 5k + 1 ety = 8k + 1 avedk 0 Z

b. S'il existe un couplep( q) de nombres entiers vérifiamt=8p + 1 etm=5q + 4 alors § + 1 = 5q + 4 soit 80 — 5q = 3 donc
le couple p, q) est solution de I'équation (E), donc il existeamtier relatifk tel quep = 5k + 1 etq = 8k + 1 donc en remplacant
m=40k+ 5 + 4 =4k + 9 donan= 9 (modulo 40).

C. m= 40k + 9 etm> 2 000 donc 4&> 2 000 — 9, soik> 50 donam= 2 009

2.a. 2°=8=7+1donc 2= 1 (modulo 7) donc pour tout entier natkel**= 1 (modulo 7)
2009 = 3x 669 + 2 donc 2%%= 23 9% 22

or 22¥=1 (modulo 7) donc 2*%°= 1 (modulo 7) donc 2°®°= 22 (modulo 7)

Le reste dans la division euclidienne d&%par 7 est 4

3.a. 10 =7+ 3 donc 1& 3 (modulo 7) donc 1= 3% (modulo 7)
3%=27=4x7-1donc 3=- 1 (modulo 7) donc 19= - 1 (modulo 7).

b. N=ax10%+bdonc N=-a+b (modulo 7)

N est divisible par 7 si et seulement st (modulo 7) soit si et seulementast b (modulo 7)
1<a<9donc NO{1001;2002;3003;4004;5005;6006007 ;8008 ;9 009}
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