Polynésie juin 2012.
EXERCICE 1 5 points

Le plan est rapporté & un repére orthonormal (O;i, j). On considére les points B (100 ; 100) et C [50;5—O J et la droite (D)

Je
d’équation y = x.
On note f la fonction définie sur R dont la courbe représentative, notée I, est donnée en annexe.
On suppose de plus qu’il existe deux réels a et b tels que :
e pour tout x réel, f (x) =xe?**®
e les points B et C appartiennent a la courbe T.

100a+b=0
1.a. Montrer que le couple (a; b) est solution du systéme : 1.
50a+b=- >
En déduire que, pour tout x réel, f (x) = x e %%**~ 1,
Déterminer la limite de f en + oo,
100 0,01 x

a. Montrer que pour tout x réel, f (x) = o x0,0lxe

En déduire la limite de f en — oo.
Etudier les variations de la fonction f .On donnera le tableau de variations complet.
Etudier la position relative de la courbe I et de la droite (D).

© arT W MU

100
a. Calculer a I’aide d’une intégration par parties I’intégrale I f(t)dt.
0

. On désigne par A 1’aire, en unités d’aire, du domaine du plan délimité par les droites d’équations x = 0 et x = 100 , la droite (D) et
la courbe T

Calculer A.
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EXERCICE 2 5 points

Dans le plan complexe rapporté au repére orthonormal direct (O;u, V), on considére les points A, B et C d’affixes respectives :
a=—-2+2i,b=-3-6ietc=1.

La figure de I’exercice est donnée en annexe. Elle peut servir a émettre des conjectures, a vérifier des résultats.

1. Quelle est la nature du triangle ABC ?

2.a. Donner I’écriture complexe de la rotation r de centre B et d’angle g :

b. En déduire I’affixe du point A’ image de A parr .

C. Vérifier que I’affixe s du point S milieu de [AA’] est s= — % - g i.
d. Démontrer que le point S appartient au cercle circonscrit au triangle ABC.
3. On construit de la méme maniére C’ I’image de C par la rotation de centre A et d’angle g , Q le milieu de [CC’], B’ I’image de B

par la rotation de centre C et d’angle g et P le milieu de [BB’].

. . 1 . .
On admet que les affixes respectives de Q et de P sont q = 5 + g ietp=2-5i.

a. Démontrer que ~— — _j
b. En déduire que les droites (AP) et (QS) sont perpendiculaires et que les segments [AP] et [QS] sont de méme longueur.
4. Dans cette question, toute trace de recherche, méme incompléte, ou d’initiative, méme infructueuse, sera prise en compte dans

I’évaluation.
Démontrer que les droites (AP), (BQ) et (CS) sont concourantes.
Annexe de I’exercice 2
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EXERCICE 3 5 points

Partie A

On considére 1’algorithme suivant :

Les variables sont le réel U et les entiers naturels k et N.

Entrée
Saisir le nombre entier naturel non nul N.
Traitement
Affecter a U la valeur 0
Pourk allantde0a N -1
AffecteraU lavaleur3U -2k + 3

Fin pour
Sortie
Afficher U
Quel est I’affichage en sortie lorsque N =3 ?
Partie B
On considére la suite (u,,) définie par u, = 0 et, pour tout entier naturel n,u,,;=3u,—2n+3.
1. Calculeruq etu,.

2.a. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, u, > n.
b En déduire la limite de la suite (u,).
3 Démontrer que la suite (u,) est croissante.
4 Soit la suite (v ) définie, pour tout entier naturel n, parv,=u,—n+ 1.
a Démontrer que la suite (v,,) est une suite géométrique.
b. En déduire que, pour tout entier naturel n, u,=3"+n—1.
5. Soit p un entier naturel non nul.
a. Pourquoi peut-on affirmer qu’il existe au moins un entier n0 tel que, pour tout N >Ny, U, > 10P?

On s’intéresse maintenant au plus petit entier n .

b. Justifierque ng<3p

c. Déterminer a I’aide de la calculatrice cet entier n pour la valeur p = 3.

d. Proposer un algorithme qui, pour une valeur de p donnée en entrée, affiche en sortie la valeur du plus petit entier n tel que, pour
toutn>ng,onaitu,> 10"

EXERCICE 4 5 points Pour les candidats n’ayant pas suivi I’enseignement de spécialité

On désigne par x un réel appartenant a ’intervalle [0 ; 80].

Une urne contient 100 petits cubes en bois dont 60 sont bleus et les autres rouges.

Parmi les cubes bleus, 40 % ont leurs faces marquées d’un cercle, 20 % ont leurs faces marquées d’un losange et les autres ont leurs faces
marquées d’une étoile.

Parmi les cubes rouges, 20 % ont leurs faces marquées d’un cercle, x % ont leurs faces marquées d’un losange et les autres ont leurs faces
marquées d’une étoile.

Partie A : expérience 1

On tire au hasard un cube de I’urne.

1. Démontrer que la probabilité que soit tiré un cube marqué d’un losange est égale a 0,12 + 0,004 x.

2. Déterminer x pour que la probabilité de tirer un cube marqué d’un losange soit égale a celle de tirer un cube marqué d’une étoile.
3. Déterminer x pour que les événements « tirer un cube bleu » et « tirer un cube marqué d’un losange » soient indépendants.

4. On suppose dans cette question que x = 50.

Calculer la probabilité que soit tiré un cube bleu sachant qu’il est marqué d’un losange.

Partie B : expérience 2

On tire au hasard simultanément 3 cubes de 1’urne.

Les résultats seront arrondis au milliéme.

1. Quelle est la probabilité de tirer au moins un cube rouge ?

2. Quelle est la probabilité que les cubes tirés soient de la méme couleur ?

3. Quelle est la probabilité de tirer exactement un cube marqué d’un cercle ?



EXERCICE 4 5 points Pour les candidats ayant suivi I’enseignement de spécialité

Partie A

On considére 1’équation (E) : 25 x — 108 y = 1 ou x et y sont des entiers relatifs.

1. Vérifier que le couple (13 ; 3) est solution de cette équation.

2. Déterminer I’ensemble des couples d’entiers relatifs solutions de 1’équation (E).

Partie B

Dans cette partie, a désigne un entier naturel et les nombres c et g sont des entiers naturels vérifiant la relation 25 g — 108 ¢ = 1.
On rappelle le petit théoréme de Fermat :

Si p est un nombre premier et a un entier non divisible par p, alors a” * est congru & 1 modulo p que I’on note a® * =1 [p].
1. Soit x un entier naturel.

Démontrer que six=a [7] et x=a [19], alors x = a [133].

2.a. Onsuppose que a n’est pas un multiple de 7.

Démontrer que a® = 1 [7] puis que a® =1 [7].

En déduire que (@a®)%=a[7].

b. On suppose que a est un multiple de 7.

Démontrer que (a®®)%=a [7].

. On admet que pour tout entier naturel a, (a*®)%=a [19].

Démontrer que (a®®) % =a [133].

Partie C

On note A I’ensemble des entiers naturels a tels que : 1 < a < 26.

Un message, constitué d’entiers appartenant a A, est codé puis décodé.

La phase de codage consiste & associer, a chaque entier a de A, ’entier r tel que a® =r [133] avec 0 < r < 133.
La phase de décodage consiste & associer a r , I’entier r ; tel que r* = r, [133] avec 0 < r, < 133.

1. Justifier que r, = a [133].

2. Un message codé conduit a la suite des deux entiers suivants : 128 59.

Décoder ce message.



CORRECTION

Polynésie juin 2012.
EXERCICE 1 5 points

1.a. Les points B et C appartiennent a la courbe T" donc f (100) = 100 et f (50) = 5—}
e
1
(100) = 100 et f (50) = 2 > 1006 102*P = 100 et 50 X #*P = 20 oy g10a+b = g greParv= L _ o7
Je Je 7e
@100a+b:0et50a+b:,%
100a+b=0
Le couple (a ; b) est solution du systéme : 1.
50a+b=-=
2
100a+b=0 50a=1 a=_1
2 100 a=0,01
0atib-_1 < < 1 105+be 05c>a:O,01etb:—1.
ax T2 50a+b=-— 50a+b:—E ’ ="Y%
Pour tout x réel, f (x) = x e 2™ %1,
2. lim 0,01x—1=+wet lim e"=+ocdonc lim e®™* '=+wdonc lim f(x)=+ .

3.a. 1=100x0,01lete®* 1= X e tdoncxe®™* 1=100x0,01xxe’*xe t=(10e ) x0,01xe"*

pour tout x réel, f (x) = % x 0,01 x e 20+x

b. lim 0,01x=—cet lim ue'=0donc lim 0,01xe®**=0donc lim f(x)=0

X—> - u—>-w X—>—-x

u(x) =x u'(x)=1
4. SOIt { ( ) ( ) dOﬂCf’(X) :eO,le—l_'_X>< 0]01e0,01X71: (1+0101X)e0,01>(71.

V(X):eo,olel V-(X):OIOleo,le—l

La fonction exponentielle est strictement positive sur R donc f ’(x) a le méme signe que 1 + 0,01 x

X —® —100 +
f’(x) — 0 +
0 + ®
f \ /
—100
5. f)-x=x(e®®*1-1)e" 1 _150e’!'>1-0,01x-1>0<x100
X —» 0 100 + o0
X - 0 + +
g 00IX=T_¢ — 0 T
x (e 1 _1) + 0 — 0 + + o

Sur]-oe;0[w]100;+w[, f(x)—x>0donc lacourbe I' est au dessus de C sur ces intervalles.
Sur]0;100 [, f(x) —x <0donc la courbe I' est en dessous de C sur] 0 ; 100 [.
La courbe et la droite se coupent aux points d’abscisses 0 et 100.

100

ul(t) — e0,0ltfl ul(t) — 0101 e 0,01t-1 =100 e 0,01t-1

100 100
6.a. Soit donc [ f@dt=[ 100te* ] j 100 0011 it
0 0

0

v(t) =t v'(t) =1

100 ”
I f(t)dt =10000— [lOOOOe0,0lt-1:| ;

0

100
J' f(t)dt =10000 - ( 10000 -10000e *) =10 000 e * unités d’aire

0



5 000 unités d’aire.

1

L’aire du triangle OAB (aire colorée en rose) est égale a 3 x 100 x 100

b.

f (t) dt représente 1’aire du domaine hachuré.
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EXERCICE 2 5 points

1. AB?=|b-al?’=|-1-8i|?=65

AC?=|c-al?=]3-2i|?=13

BC?=|b-c|?=|-4-6i|*=52donc BC?+ AC?=13+52 =65 = AB 2 donc le triangle ABC est rectangle en C.

2.a. L’écriture complexe de la rotation r de centre B et d’angle g estz’ —b=¢ ? (z-b)soitz=iz+b-ib

’=1z-3-6i+3i-6s0itz2=1z—-9-3 i

b. L’affixe du point A’ image de Aparr esta’=i(-2+2i)—-9-3i donca’=-11-51.
- . . , 1 ~ 1 . . 13 3.
C. L’affixe s du point S milieu de [AA’] est S = E(a+a): E(—2+2|—11—5|)doncs: —?—EI.

d. Le triangle ABC est rectangle en C donc le milieu Q de [AB] est centre du cercle circonscrit au triangle ABC.

Q a pour affixe %(a+b):—g—2i

1 1
Le rayon du cercle est EAB = 2 J 65 .

2 2

QS = —Q—Ei— —E—Zi = —4+1i :16+1:§ doanS:11/65,IepointSappartientaucerclecirconscritau

2 2 2 2 4 4 2
triangle ABC.
3.a s—q——1—3—§i— 1+§i)=—7—4i

2 2 2 2
p-a=2-5i—(—2+2i)=4—Tidonc—i(p-a)=—7-4i=s—qdonc ~—d —_j
-a

s—q . s—q . s—q . 5 Ag T SQ _ .
b. =—ioag|——|=arg(-i) [2n]et|——|=|-i] © (AP,QS)=—-—= [2n] et — =1 donc les droites

p-a p-a p-a 2 AP

(AP) et (QS) sont perpendiculaires et que les segments [AP] et [QS] sont de méme longueur.

4. AM a pour coordonnées (x + 2 ; y — 2) et AP (4;-7)

La droite (AP) est ’ensemble des points M tels que AM et AP soient colinéaires donc : X+2)x(=7)—-(y-2)x4=0
donc—7x-4y-6=0donc7x+4y=-6

BM a pour coordonnées (x + 3 ;y + 6) et BQ (3,5 ; 8,5)

La droite (BQ) est I’ensemble des points M tels que BM et BQ soient colinéaires donc : (x+3)x85-(y+6)x35=0
donc 8,5x—-35y+255-21=0s0it85x—3,5y+4,5=0donc en multipliantpar2: -17x+7y=9

CM a pour coordonnées (x —1 ;y) et CS (-75;-15)

La droite (CS) est I’ensemble des points M tels que CM et CS soient colinéaires donc : xX-1x(-15)-yx(-75=0
donc—-1,5x+75y+1,5=0donc en multipliantpar2:-3x+15y=-3

. . . , . TX+4y=-6 21x+12y=-18
Cherchons le point d’intersection de (BQ) et (CS), ses coordonnées sont solutions de o
-3x+15y=-3 -21x+105y=-21
7TX+4y=-6 Tx+dy 6 2 1
< 1 SX=——ety=-=
117 y=-39 y=-3 3 3

- % x7+4x ( —% j = — 6 donc le point de coordonnées ( - % ; —% j est le point d’intersection des droites (AP), (BQ) et (CS).






EXERCICE 3 5 points
Partie A

Etape 1 Etape 2 Etape 3
K 0 1 2
UJ0|3x0-2x0+3=3[3x3-2x1+3=10|3x10-2x2+3=29

L’affichage en sortie lorsque N = 3 est 29

Partie B
1. U;=3x0-2x0+3=3etu,=3x3-2x1+3=10

2.a. Initialisation:uy=0doncuy=>0
Hérédité : Montrons que pour tout entier naturel n, siu,>nalorsu,.+;>n+ 1.
Ups1=3Uy—2n+3,0ru,=2ndonc3u,>23n doncu,+1=23n-2n+3s0itup.1>n+1.

La propriété est héréditaire donc est vraie pour tout n de N.

b. lim n =+ oo et pour tout entier naturel n, u, > n donc d’aprés les théorémes de comparaison : lim u, =+ .
n—+ w0

n—+w

3. Up+s1—Up=2Up—2Nn+3=2(U,—n)+3
Pour tout entier naturel n, u,>ndoncu,-n=>0,donc2 (u,—n)+3>3
Pour tout entier naturel n, u, 1 > u,, lasuite (u,) est croissante.

4, Soit la suite (v ) définie, pour tout entier naturel n, parv,=u,—n+ 1.
a. Vn+1:un+1_(n+]-)+]-:un+1_n
Vp+1=3U,—3n+3=3v,.

la suite (v,) est une suite géométrique de raison 3 et de premier terme v, = 1 donc, pour tout n de N, v, =3".

b. pourtoutnde N,v,=3"orv,=u,—n+1doncu,=v,+n—1soit, pour tout entier naturel n,u,=3"+n-1

5. a. lim u, =+ oo, donc pour tout entier naturel non nul p, il existe un entier naturel n, tel que sin>ngalorsu, > 10°.
n—+ o

b.  sin=23palors, pour tout entier pnonnul, u, >33 +3p—1>33°,

U,>27Por27 >10donc 27P> 10" donc sin>3 palors u, > 10°
N, est le plus petit entier tel que u, > 10 donc 3 p > ny.

C. sip=3,ug=734etu;=2193 or lasuite (u, ) est croissante donc sin>7alorsu, > 10%doncny=7.
d.
Entrée
Saisir le nombre entier naturel non nul p.
Traitement

Affecter a n la valeur 0
Tantque 33 +3p—-1<10°
Affecter anlavaleurn+1
Fin Tant Que
Sortie
Afficher n




EXERCICE 4 5 points Pour les candidats n’ayant pas suivi I’enseignement de spécialité
Partie A : expérience 1

C
/ 0,4 /
B 0,2 L
/ \ 0,4
0,6 \
E
C
04 /
\ / 0,2
R 0,01 x L
0,8-0,01x
\ E

1. La probabilité que soit tiré un cube marqué d’un losange est p(L) =p(B nL) +p(RnL)=0,6 x0,2 + 0,4 x 0,01 x
p =0,12 + 0,004 x.

2. la probabilité de tirer un cube marqué d’une étoile estp (B NE) + p(RNE)=0,6 x0,4 + 0,4 x (0,8 —0,01 x)
soit 0,56 — 0,004 x

la probabilité de tirer un cube marqué d’un losange est égale a celle de tirer un cube marqué d’une étoile quand

0,12 + 0,004 x = 0,56 — 0,004 x donc 0,008 x = 0,44 soit x = 55.

3. La probabilité de tirer un marqué d’un losange est p(L) = 0,12 + 0,004 x

Les éveénements « tirer un cube bleu » et « tirer un cube marqué d’un losange » sont indépendants si et seulement si :
p(BNL)=p(B)xp(L)

s0it 0,12 =0,6 x (0,12 + 0,004 x) < 12=72+0,24 x <= 48=0,24 x =x=20

4. p(BNL)=012etp(L)=0,12 + 0,004 x 50 = 0,32

La probabilité que soit tiré un cube bleu sachant qu’il est marqué d’un losange estp | (B) = P (EISL) = géi = g

Partie B : expérience 2
1. L’événement « tirer au moins un cube rouge » est événement contraire de « ne pas tirer un cube rouge » soit de 1’événement « tirer
trois cubes bleus » doncp=1-0,6>.

2. On a tiré soit 3 cubes rouges (p = 0,4*) soit 3 cubes bleus (q = 0,6 *) donc la probabilité que les cubes tirés soient de la méme
couleurest: p=0,6%+0,4%=0,28

3. La probabilité de tirer un cube marqué d’un cercle est 0,6 x 0,4 + 0,4 x 0,2 = 0,32.
Iy a 32 cubes marqués d’un cercle et 100 — 32 = 68 cubes non marqués d’un cercle donc :

B

La probabilité de tirer exactement un cube marqué d’un cercle est



EXERCICE 4 5 points Pour les candidats ayant suivi I’enseignement de spécialité

Partie A
1. 25 x 13 =325 et 108 x 3 =324 donc 25 x 13 —-108 x 3 =1 le couple (13 ; 3) est solution de 1’équation (E).
25x-108y=1
y donc par différence membre a membre : 25 (x — 13) - 108 (y—3) =0
25x13-108x3=1

25 (x—13) =108 (y — 3), x — 13 est un entier relatif donc 25 divise 108 (y — 3) or 25 et 108 sont premiers entre eux donc d’apres le
théoréme de Gauss, 25 divise y —3doncy -3 =25k (k € Z)

En remplagant dans 25 (x — 13) = 108 (y — 3) alors x — 13 =108 k donc x = 108 k + 13 ety = 25 k + 3aveck € Z.

L’ensemble des couples d’entiers relatifs solutions de 1’équation (E) est {(108 k + 13 ; 25 k + 3), k € Z.}.

Partie B
1. six=a[7]etx=a[19], alors 7 divise x —a et 19 divise x —a or 7 et 19 sont premiers entre eux donc 7 x 19 divise x — a (théoréme
de Gauss) donc x = a [133].

2.a. 7 estun nombre premier et a est un entier non divisible par 7, alors (théoréme de Fermat) a®=1[7].
108 =6 x 18 doncsia®=1 [7], alors (@°)*®=1"® [7] soita’®=1[7].
a®? ®c=-3ldonca®I=axa® donc (@®)?=ax (@®)°[7]ora’®=1[7]donc (a'®)°=1[7] donc (a®®)?=a[7]

b.  Siaestun multiple de 7 alors a= 0 [7] donc (a®®)%=0[7] donc (@®)9=a[7].
C. Pour tout entier naturel a, (2 %)% =a [19] soitx = (a®)°.
D’aprés la question B. 1. si x = a [7] et x = a [19], alors x = a [133]. donc (a®*) ¢ = a [133].

Partie C
1.  a®=r[133]etr®=r,[133] donc (a® ) =r,[133]
or 25 x 13— 108 x 3 = 1 donc, d’apreés la partie B, si g = 13 alors, pour tout entier naturel a, (a*)%=a [133] donc r, = a [133].

2.
r 128 59
ry=r"[133] 2 3
Décodage : a=r, [133] 2 3

r=128 donc r, = 128" [133]

128 = - 5 [133] donc 1282 = 25 [133] donc 128 ° = 128 x 25 [133] soit 128 > = 8 [133]

128°=8? [133] donc 128 ¥ = 64 ? [133]

128'2=106 [133]

128 =106 x (- 5) [133] 0or 106 x (—5) =—530=—-133 x 4 + 2

128" =2[133]orr*®=r, [133] avec 0 <r; < 133 donc r; = 2 or r, = a [133] donc 128 est décodé par 2

59 = 59 donc 592 = 3481 = 133 x 26 + 23 donc 592 =23 [133]

594=232 [133] or 232=529 =133 x 4 — 3 donc 59*=— 3 [133]

598=(-3)? [133]donc59°%=9 [133]

592 =59% x 59 donc 59 2= 9 x (—3) [133] donc 59 **=— 27 [133]

59 13= 59 » 59 donc 59 * = — 27 x 59 [133] or — 27 x 59 = — 1593

~1593=133x (—-12)+3orr®=r,[133] avec 0 <r; <133 donc r, =3 or r, = a [133] donc 59 est décodé par 3.



