EXERCICE 1 (6 points) Commun a tous les candidats

Les deux parties sont indépendantes.

Partie A

Un groupe de 50 coureurs ; portant des dossards numérotés de 1 a 50 ; participe a une course cycliste qui comprend 10 étapes ; et au
cours de laquelle aucun abandon n’est constaté.

A la fin de chaque étape ; un groupe de 5 coureurs est choisi au hasard pour subir un contréle antidopage. Ces désignations de 5 coureurs
a I’issue de chacune des étapes sont indépendantes. Un méme coureur peut donc étre contrdlé a I’issue de plusieurs étapes.

1. A I’issue de chaque étape, combien peut-on former de groupes différents de 5 coureurs ?

2. On considere I’algorithme ci-dessous dans lequel

- arand(1, 50) » permet d’obtenir un nombre entier aléatoire appartenant a I’intervalle [1 ; 50]

- ’écriture a x :=y » désigne I’affectation d’une valeur y a une variable x.

Variables a, b, ¢, d, e sont des variables du type entier

Initialisation a=0;b:=0;¢c:=0;d:=0;e:=0

Traitement Tantque (a=b)ou(a=c)ou(a=d)ou(a=e)ou(b=c)ou(b=d)ou(b=e)ou(c=d)ou(c=¢€)ou(d=¢e)
Début du tant que

a:=rand(1,50) ;b:=rand(1,50) ;c:=rand(1,50) ;d:=rand(1,50) ;e:=rand(1,50)
Fin du tant que

Sortie Affichera, b, c,d, e
a. Parmi les ensembles de nombres suivants, lesquels ont pu étre obtenus avec cet algorithme
L;={2,11, 44, 2,15} ; L, =8, 17,41, 34,6} ;
Ls={12, 17,23, 17,50} ; L, ={45, 19, 43,21,18} ?
b. Que permet de réaliser cet algorithme concernant la course cycliste ?
3. A I’issue d’une étape, on choisit au hasard un coureur parmi les 50 participants. Etablir que la probabilité pour qu'il subisse le

contrdle prévu pour cette étape est égale a 0,1.

4. On note X la variable aléatoire qui comptabilise le nombre de contrdles subis par un coureur sur I’ensemble des 10 étapes de la
course.

a. Quelle est la loi de probabilité de la variable aléatoire X ? Préciser ses paramétres.

b. On choisit au hasard un coureur a I’arrivée de la course. Calculer, sous forme decimale arrondie au dix-millieme, les probabilités

des événements suivants
- il a été contrélé 5 fois exactement ;
- il n’a pas été contrélé ;
- il a été contr6lé au moins une fois.

Partie B
Dans cette partie, toute trace de recherche méme incompléete, ou d’initiative méme non fructueuse, sera prise en compte dans
I’évaluation.
On donnera les résultats sous forme de fraction irréductible.
Pour un coureur choisi au hasard dans I’ensemble des 50 coureurs, on appelle T I’événement « le contréle est positif », et d’apres des
statistiques, on admet que P(T) = 0,05.
On appelle D I’événement : « le coureur est dopé ».
Le contrdle anti-dopage n’étant pas fiable a 100 %, on sait que :
- si un coureur est dopé, le contrdle est positif dans 97 % des cas ;
- si un coureur n’est pas dopé, le contréle est positif dans 1 % des cas.
1. Calculer P(D).
2. Un coureur a un contrdle positif. Quelle est la probabilité qu'il ne soit pas dopé ?

EXERCICE 2 (4 points) Commun a tous les candidats
Dans le repére orthonormé (O;i, j, k) de I’espace, on considére :
-lesplans @ et?'d’équations@:x—-y—-z-2=0etP':x+y+3z=0.

Xx=-3-2t
- la droite ® ayant pour représentation paramétrique { y=2t teR.
z=1+2t

Pour chacune des propositions suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse, et justifier la réponse. Une justification est attendue pour
chaque réponse.

Proposition 1 : La droite 2 est orthogonale au plan 2.

Proposition 2 : La sphere s de centre O et de rayon 2 est tangente au plan 2.
X=1-t'

Proposition 3 : L’intersection des plans 2 et 2" est la droite A dont une représentation paramétriqueest { y=-1-2t';t’ e R.
z=t'

Proposition 4 : Les droites 2 et A sont coplanaires.
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pour différentes valeurs de n.

1 -nx
e _d
o (1+x)

dx etl,

1 e—nx
0o 1+X

Sont représentées ci-dessous les fonctions f , définies sur I’intervalle [0 ; 1] par f

On considére les suites (1) et (J,,) définies pour tout entier naturel n par :

EXERCICE 3 (5 points) Commun a tous les candidats

1.
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EXERCICE 4 (5 points) Candidats ayant suivi I’enseignement de spécialité
Partie A Restitution organisée de connaissance

Soit a, b, ¢, d des entiers relatifs et n un entier naturel non nul.

Montrer que si a=b (mod n) et c =d (mod n) alors a c =b d (mod n).

Partie B Inverse de 23 modulo 26

On considere I’équation (E) : 23 x — 26 y = 1, ou x et y désignent deux entiers relatifs.
1. Vérifier que le couple (-9 ; — 8) est solution de I’équation (E).

2. Résoudre alors I’équation (E).

3. En déduire un entier a tel que 0 <a<25et23 a=1 (mod 26).

Partie C Chiffrement de Hill
On veut coder un mot de deux lettres selon la procédure suivante

Etapel Chaque lettre du mot est remplacée par un entier en utilisant le tableau ci-dessous

A|/B|C|D|E|F|G|H]|I |[J|K|L|M|N|O|P |Q|R|S |T|U|V | W|X|Y |Z

0|1 (2|3 |4 |5|6 |7 |89 10|11|12 |13 (14 |15|16|17 |18 (19|20| 21|22 |23 |24|25

On obtient un couple d’entiers (x;, X,) ou x; correspond a la premiere lettre du mot et x , correspond & la deuxieme lettre du mot.
y,=11x, +3x, mod 26

Etape 2 (X1, X, ) est transformé en (y,,y,) telque(S;) avec0<y;<25et0<y,<25.
y,=7X,+4x, mod 26

Etape 3 (y1,Y») est transformé en un mot de deux lettres en utilisant le tableau de correspondance donné dans I’étape 1.

étape 1 étape 2 étape 3
— — —

Exemple : TE (19,4) (13,19) NT
mot en clair mot codé

=

Coder le mot ST.
On veut maintenant déterminer la procédure de décodage :
a. Montrer que tout couple (x 1, X, ) Vérifiant les équations du systeme (S, ), vérifie les équations du systeme

( 23x,=4y,+23y, mod 26
?’ ] 23x,=19y, +11y, mod 26
b. A I’aide de la partie B, montrer que tout couple (X1 , X, ) Vérifiant les équations du systéme (S ,), vérifie les équations du systéme
X, =16y, +y, mod 26
(53) { 1 1 2

N

x,=11y,+5y, mod 26

c. Montrer que tout couple (x 1, X, ) Vérifiant les équations du systeme (S 3), vérifie les équations du systeme (S ;).
d. Décoder le mot YJ.

EXERCICE 4 (5 points) Candidats n’ayant pas suivi I’enseignement de spécialité
Partie A Restitution organisée de connaissances

Soit z un nombre complexe. On rappelle que 7 estle conjugué de z et que | z | est le module de z. On admet I’égalité : |z |*=z z.
Montrer que, si z; et z, sont deux nombres complexes, alors |z, z,|=|z1|]| 22|

Partie B Etude d’une transformation particuliére
Dans le plan complexe rapporté au repére orthonormal direct (O; u,v) on désigne par A et B les points d’affixes respectives 1 et — 1.

Soitf la transformation du plan qui a tout point M d’affixe z # 1, associe le point M’ d’affixe z' tel que z'= 12—2 .

1 Soit C le point d’affixe z¢ =—2 +1i.

a. Calculer I’affixe z ¢ - du point C ' image de C par la transformation f , et placer les points C et C ' dans le repére donné en annexe.
b. Montrer que le point C ' appartient au cercle @ de centre O et de rayon 1.

c Montrer que les points A, C et C ' sont alignés.

2. Déterminer et représenter sur la figure donnée en annexe I’ensemble A des points du plan qui ont le point A pour image par la
transformation f .

3 Montrer que, pour tout point M distinct de A ; le point M’ appartient au cercle &.

z'-1 .
Montrer que, pour tout nombre complexe z =1 ; o1 est réel.

4,

Que peut-on en déduire pour les points A, M et M’ ?
5. On a placé un point D sur la figure donnée en annexe. Construire son image D’ par la transformation f .
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Annexe a rendre avec la copie

EXERCICE 4
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CORRECTION

EXERCICE 1
Partie A

. PP . . } 50 .
1. Il faut choisir au hasard sans ordre ni répétition 5 coureurs parmi 50 donc a I’issue de chaque étape, on peut former de ( c j soit

2118760 groupes différents de 5 coureurs.

2.a. Ly={2,11,44,2,15}; exclu (a=d)

L, =48, 17, 41, 34, 6} ; possible : 5 nombres deux a deux distincts compris entre 1 et 50

Ls={12, 17,23, 17,50} ;exclu(b=d)

L, = {45, 19, 43, 21, 18} possible : 5 nombres deux a deux distincts compris entre 1 et 50

b. L algorithme consiste a choisir 5 numéros deux a deux distincts pris entre 1 et 50 donc a choisir les dossards des cyclistes qui
subiront un test anti-dopage.

50
3. A I’issue de chaque étape, on peut former de ( s J groupes différents de 5 coureurs.

49
On choisit au hasard un coureur parmi les 50 participants, on peut former ( 4 J groupes différents de 5 coureurs dans lesquels figure le

49
4) _ 49! 514501 5

= =2 soit0.1.
(50} 41451 501 50

5
4.a. Onaune succession de 10 expériences aléatoires identiques et indépendantes, chacune d’elles a deux issues :
e réussite : le coureur est contrélé (p = 0,1)
e échec : le coureur n’est pas controlé (g=1-p=0,9)
donc la variable aléatoire X qui compte le nombre de sachets défectueux achetés, suit une loi binomiale de paramétres (10 ; 0,1).

coureur choisi donc la probabilité qu’il subisse le contrdle prévu pour cette étape est égale

10
p(X =k) = (k] x 0,1%x 0,9 *avec 0 <k <10.

10 s .
b, P(X=5)= | | x01°x09°=00015

P(X =0)=0,9"°=0,3487
P(X>1)=1-P(X=0)=0,6513

Partie B
T  Le coureur est dopé et le contrdle est positif
o <
' T Le coureur est dopé et le controle est négatif
1> T  Le coureur n’est pas dopé et le controle est positif
D { T Le coureur n’est pas dopé et le contréle est négatif
1. P(M=PDNT)+ P([_)m T)=px0,97+(1-p)x0,01=0,01+0,96p
P(T) = 0,05 donc 0,01 + 0,96 p = 0,05 donc 0,96 p = 0,04 donc p = 0,04 = 3
0,96 24
0,23

2. P(DAT)=(1-p)x001= 22 donep(d /)= (PAT) _ 24 028 1 23
24 P(T) 0,05 24 0,05 120
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EXERCICE 2

Proposition 1 : VRAIE

Un vecteur normal au plan 2 est ﬁ(l ; —1; — 1), un vecteur directeur de 2 est ﬁ(— 2;2; 2), U =2 n donc la droite D est
orthogonale au plan 2.

Proposition 2 : FAUSSE

La distance de O a P est égale a [0-0-0-2] = i cette distance est inférieure au rayon de la sphére donc la sphére s de

JUP (-7 +(-1)7 3

centre O et de rayon 2 n’est pas tangente au plan 2, le plan 2 coupe la sphére suivant un cercle.

Proposition 3 :VRAIE
Les plans 2 et 2 ' ne sont pas paralléles donc se coupent suivant une droite d.

Sit=0, le point A de A a pour coordonnées (1;-1;0);0orl—-(-1)-0-2=0doncAcPetl-1+3x0=0doncAec?"
Sit=1, le point B de A a pour coordonnées (0 ;—3;1);0or0-(-3)-1-2=0doncBePet0-3+3x1=0doncBe?"
L’intersection des plans 2 et?"' est la droite (AB) donc la droite A.

x=1-t'
L’intersection des plans 2 et®' est la droite A dont une représentation paramétrique est { y=-1-2t" e R
z=t'

Proposition 4 : FAUSSE
Un vecteur directeur de D est u (=252 2), un vecteur directeur de A est v (=1;-2;1), les coordonnées de ces vecteurs ne sont pas
proportionnelles donc les droites 2 et A ne sont pas paralléles donc elles sont coplanaires si et seulement si elles sont sécantes.

X=-3-2t=1-t' —2t+t'=4
Cherchons s’il existe tett’ telsque < y=2t=-1-2t' <4 2t+2t'=-1
z=1+2t=t' 2t-t'=1

La premiére condition et la troisieme ne sont pas compatibles : —2t+t"=4et2t—-t"=1< 0=>5 ! donc le systeme n’a pas de solution,
les droites 2 et A ne sont pas coplanaires.
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EXERCICE 3 (5 points) Commun a tous les candidats
On considére les suites (1) et (J,,) définies pour tout entier naturel n par :

1 5-NX 1 —-nx
l,= I ¢ dx etd,= Je—zdx

o 1+x o (1+x)
1.a. lgestI’aire comprise entre la courbe f , I’axe des abscisses et les droites d’équation x =0etx =1
I, est I’aire comprise entre la courbe f 1, I’axe des abscisses et les droites d’équation x =0etx =1
I , est I’aire comprise entre la courbe f ,, I’axe des abscisses et les droites d’équation x =0etx =1
| 5 est I’aire comprise entre la courbe f 3, I’axe des abscisses et les droites d’équation x =0etx =1
2tant donné la position relative des courbes, 1> 11> 1, > | 5. La suite semble étre décroissante.

e—(n+1)x e-nx e—nX(e—x_l)
b. frer(X)=F ,(X)= — =
n+1 () () 1+X 1+x 1+X

x e [0;1]donc—x<0donce™<1donce™—1<0,deplus la fonction exponentielle est strictement positive sur R, et 1 + x > 0 sur

e "M(e *-1)

[0; 1] donc
1+ x

<0doncsur[0;1],f ,+:(X)— f ,(X)<0.

1 4-(n+1)x 1 -nx
. . e . .
Les fonctions f ,, f .1 sont continues sur [0 ;1] et0 <1 donc J 1—dxsj 1 dx soitl,.;<1,donc lasuite (I,) est
0 + X o L+ X

décroissante.

<L

2.a. 0<x<ldoncl<l+xdoncl<l+x<(l+x)*donc 0<———
(1+x)° 1+x

n

la fonction exponentielle est strictement positive sur R, donc en multipliant les termes de I’inégalité précédente par e ™", on a pour tout

-nx -nx

e

. 7 - e -nXx
entier n > 0 et pour tout nombre reel x de I’intervalle [0;1]: 0<————< <e
(1+x) 1+ X
. e " .
b. Les fonctions f, e x — ﬁ et x - e ~ " * sont continues sur [0;1] et 0 < 1 donc
+ X

! e—nx 1e—nx ! -nx - 1 -nx ! - 1 -1
0< | ———dx< dx< | e dx soit0<J,<Il,<| —=e soit0<J, <1, =(1-¢ ")
o (1+x) o 1+Xx 0 n 0 n

lim l(1—e’1):0doncd’aprés le théoréme des gendarmes :  lim J,= lim 1,=0

n—+® n n—+w n—+w®

1
u'(x)=e"* ux)=—=e "
. ) 0)==3 T Y L 1
3.a. Soit 1 1 doncl,=| —=e Xl —J- —e xﬁdx
V(X) = —— Vi(x) = ——— n +X], o n (1+x)
1+x (1+x)

{ 1 .1 1} 11t e ™
l,=| ——e "x=+= ——j ————dx
n 2 n nJo (1+x)

I,= 1 _¢ +1 —lJndoncpourtoutentiernzl:In= 1 1—e -J,
n 2 n n 2
b. nln=1—e —-J,or lim J,=0et lim 5 =0donc Ilim nl,=1
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EXERCICE 4 Candidats ayant suivi I’enseignement de spécialité

Partie A Restitution organisée de connaissance

si a=b (mod n), n divise a —b donc il existe un entier relatif qtel quea—-b=ngdonca=b+ngq
si ¢ =d (mod n), n divise ¢ —d donc il existe un entier relatif g’ telquec—d=nqg’doncc=d+nq’
ac=(b+np)d+ng)=bd+n(bg +dp+npp’)

ac-bd=n(bqg+dp+npp)

(bg’+dp+npp’) estun entier relatif donc n diviseac—bddoncac=bd (modn).

Partie B Inverse de 23 modulo 26

1. 23x(—-9)=207et26 x(—-8)=208donc23 x (-9)-26x(-8)=1

Le couple (-9 ; — 8) est solution de I’équation (E).

) 23x-26y=1
23x(-9)-26x(-8)=1

23 (x +9) =26 (y + 8), donc 23 divise 26 (y + 8) or 23 et 26 sont premiers entre eux donc 23 divise y + 8

Il existe un entier relatif k tel quey + 8 =23 kdoncy =23 k-8

En remplacant dans 23 (x + 9) =26 (y + 8), alorsx + 9 =26 kdonc x =26 k — 9

Vérificationsix =26 k—9ety=23k—-8alors 23 x—-26y=23 (26 k—9)—26 (23k—-8) =23 x(-9)-26x(-8)=1

Les solutions I’équation (E) sont les couples (26 k —9 ; 23 k — 8) avec k € Z.

3. si 23 a=1 (mod 26) il existe un entier relatif b tel que 23a—26b=1donca=26 k-9
0<a<25donck=leta=26-9=17

donc par différence membre a membre : 23 (x +9) - 26 (y+8) =0

Partie C Chiffrement de Hill
1. st el (1g,19).
mot en clair

or255=26 x9+21et202=26 x7+20
y,=7x18+4x19 mod 26 y,=202 mod 26

doncy;=2lety,=20

{y1511><18+3><19 mod 26 {ylzzss mod 26
=

ST étape 1 (18,19) étape 2 (21,20) étape 3 VU
mot en clair mot codé
Le mot ST est codé par VU
) 1) y,=11x, +3x, mod 26 4y, =44x,+12x, mod 26 19y, =209 x, +57 x, mod 26
a t
' y,=7X%X,+4x, mod 26 23y,=141x, +112 x, mod 26 11y,=77x,+44x, mod 26

0r209=26 x+18;57=26x2+5,;77=26x2+25¢et44 =26+ 18
4y,=18x,+12x, mod 26 19y, =x,+5x, mod 26

donc et .
23y,=5x,+14x, mod 26 11y,=25x,+18x, mod 26

» 4y, =18x,+12x, mod 26
En additionnant terme a terme doncdy,+23y,=23x,;+26x,(mod 26)
23y,=5x,+14x, mod 26

19y, =x,+5x, mod 26
et donc 19y, + 11y, =26 x; + 23 X, (mod 26)

11y,=25x, +18x, mod 26
23x,=4y,+23y, mod 26

donc tout couple (x; , X, ) Vérifiant les équations du systéme (S1), vérifie les équations du systeme
ple (x1..x2) I Y (51 a Y {23x2519 y,+11y, mod 26

23x,=4y,+23y, mod 26 o )
donc en multipliant par 17 puisque 23 x 17 = 1 (mod 26)

23x,=19y, +11y, mod 26

23x,=4y,+23y, mod 26 23x17 X, =4x17y,+23x17y, mod 26

23x,=19y, +11y, mod 26 23x17 x,=19x17y, +11x17y, mod 26
n 4x17 | 23x17 | 19x17 | 11 x17
reste de la division de n par 26 16 1 11 5
quotient de la division de n par 26 2 15 12 7

X, =16y, +y, mod 26

donc tout couple (x4 , X, ) vérifiant les équations du systéme (S , ), vérifie les équations du systeme (S3)
X,=11y,+5y, mod 26
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11x,=16x11y, +11y, mod 26 7x,=16x7y,+x7y, mod 26
c. et .
3x,=11x3y, +5x3y, mod 26 4x,=11x4y, +5x4y, mod 26

n 16x11=176 | 11x3=33 | 16 x7=112 | 11x4=44 | 5x4=20
reste de la division de n par 26 20 7 8 18 9
quotient de la division de n par 26 6 1 4 1 1

4x,=18y,+20y, mod 26

11x,=20y,+11y, mod 26 . 7x,=8y,+x7y, mod 26
e
3x,=7y,+15y, mod 26

Par addition terme a terme :
{1lxl =20y, +11y, mod 26

donc11x,+3Xx,=27Yy,+26Yy,(mod 26) soit 11 x; + 3 X, =Yy, (mod 26)
3x,=7y,+15y, mod 26

7x,=8y,+x7y, mod 26 .
donc 7x;+4x,=26Yy,+27Yy,(mod 26) soit 7 x; +4 x,=Y, (mod 26)

4x,=18y,+20y, mod 26

] ) . X, =16y, +y, mod 26 ] ) .
Tout couple (X1, X, ) Vérifiant les équations du systéeme (S 3) , Vérifie les équations du systeme (S ;).
X,=11y,+5y, mod 26

d. vy o SRl o4 9y
mot en clair
X, =16x24+9 mod 26 X, =3 mod 26
(y1;y2)donc orl6x4+9=26x15+3etll x24+5x9=11x26+23donc
X,=11x24+5x9 mod 26 X, =23 mod 26
v étape 1 (24.9) étape 2 3 23) étape 3 D X
mot codé mot en clair

Le mot en clair est DX
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EXERCICE 4 (5 points) Candidats n’ayant pas suivi I’enseignement de spécialité
Partie A Restitution organisée de connaissances

|2y 25|°= 2,2, 2,2, =2,2, 2, % 2, =2, 2, xZ, 2, =|2,|%|z,|?
Le module d’un complexe est un réel positif donc |z, z,|=]z1]]|z>]

Partie B Etude d’une transformation particuliére
1. Soit C le point d’affixe z¢ =—2 +1i.
1-z (_9ai i Qi (_a.i iy ;
a Loaffixe 7¢ = - C = 1-( ?+|): 3 |.: 3+_|:( 3+.|)(3 .|): 9+6i+1
zc—l -2—-i-1 =-3-i 3+i (3+i)(3+1i) 10

L affixe du point C'image de C par la transformation f est—0,8 +0,6 i

b. |-0,8+06i|= \f 0,82+0,6° =1donc OC’ =1 donc le point C " appartient au cercle @ de centre O et de rayon 1.

C. AC apour affixezc—za=—3+i; AC' apour affixezc—2,=-18+0,6i=0,6x(-3+i)donc AC'=0,6 AC.
Les points A, C et C'sont alignés.

2. f(M):A<:>{;Zl:1etz¢1<:>l—z:E—letz¢1<:>z+E:2etz¢1

Il existe deux réels x ety telsque z=x +iyalorsf (M) =A< z+z=2etz#£1 < 2x=2¢etx+iy#l <o x=1letM#A
L’ensemble A des points du plan qui ont le point A pour image par la transformation f est la droite d’équation x = 1 privée du point A.

1-z| |1-z|
z-1| | 2-1]

Pour tout point M distinct de A ; le point M’ appartient au cercle &.
E—z_lzl—z_—(E—l):Z:z—E

z-1 z-1 z-1

3. |z'|= or|§—1|=|z_—1|:|z—l|:|1—z| donc |z'|=1 soitOM’ =1

4. z'-1=

2’1 2-z1-71 _ 2-2X
2-1 (z2-1)(z-1) |z-1)2°

Il existe deux réels x ety tels que z=x + i y donc

z'-1 . Lo . eV
Pour tout nombre complexe z = 1 ; 7-1 est réel donc il existe unréel ktelque 2’ — 1=k (z-1) soit AM'=kAM .

Les points A, M et M’ sont alignés.

5. D n’appartient pas a la droite d’équation x = 1 donc f (D) # A.

Les points A, D, D’ sont alignés et D’ appartient au cercle @ donc D’ est le deuxieme point d’intersection autre que A de la droite (AD)
et du cercle &.
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