Liban juin 2009
On considére la fonctioihdéfinie sur Rpaf (x) = In(1 + € ) + ;

La courbe (C) représentative de la foncfigians le plan muni d’un repéere orthogonal est demméannexe.
Cette annexe sera complétée et remise avec la @dpitn de I'épreuve.

Partie A

la Déterminer la limite de la fonctiden +co.

b. Montrer que la droite (D) d’équatign= %x est asymptote a la courbe (C). Tracer (D).
C. Etudier la position relative de (D) et de (C).

d. Montrer que pour tout réel f (x) = In(e* + 1) —%x.

e En déduire la limite déen —oo

2.a On notef ’ la fonction dérivée de la fonctidn

Montrer que pour tout réel,f'(x) = eT—Z.
3(e"+1)
b. En déduire les variations de la fonction

Partie B
Soitn un entier naturel non nul. On appellg, I'aire, en unités d’aire, du domaine du plan mék par la courbe (C ), la droite (D)

d’équationy = %x et les droites d’équations= 0 etx =n.
1 Justifier que pour tout entier naturehon nul,d,, = J On In(L+e *)dx

—X

2. On admet que pour tout réelin(1 + € *)<e
Montrer que pour tout entier naturesupérieur ou égal a d,,< 1. La suited,) - 1 est-elle convergente ?

Partie C

Dans cette partie, on cherche a mettre en évidemegropriété de la courbe (C).
On note (T) la tangente a la courbe (C ) au pdatistisse O.

1 Calculer le coefficient directeur de (T) puis coust (T) sur le graphique.

2. Dans cette question, toute trace de recherche, mémompléte, ou d'initiative, méme non fructueusera prise en compte
dans I'évaluation.

Soient M et N deux points de la courbe (C ) d’asses non nulles et opposées.

Montrer que la droite (MN) est paralléle a la ded(iT).

CORRECTION
Partie A
la im e*=0et lim e *+1=1 orlimlln Xx=In1=0donclm In(A+¢&*)=

de plus lim }x=+oodonc lim f(X)=+c

X+ 3 X — + 00
b. f(x)— —x =In(1+¢€™)donc I|m f(x)— %x 0 donc la droite (D) d'équatign= %x est asymptote eneb a la courbe
©.
C. f(x) — :—L x=1In (1 +€™) or la fonction exponentielle est positive suddtic 1 + €*> 1

La fonction In est strictement croissante sur J3q[doncIn (1 +€*)>In1soitin (1 +¢&*)>0

donc pour tout réet, f (x) — :—1 x> 0 donc la courbe (C) est au dessus de (D).

d. pour tout réek, f(X) =In (1 + € )+:13 =In(1+ixj +:—13x= INn@A+e)=In (ex)+%x=ln (1+ex)—x+%x
e

pour tout réek, f (x) = In(e* + 1) —:—ix.

e lim e* —Oetllm Inx=In1=0de pluslim —§x=+oodonc lim f(X) =+

X » =0



x est asymptote encea la courbe (C).

2
3

On pourrait en déduire que la droite d’équation-y

e’ -2
3(e*+1)

3(e*+1)

3e*-2(€+ 1) _

2
3

2.a.

>0 = x>In2

, la fonction exponentielle est positive $udbncf '(x)

e —2>0< x>In2

d’oul le tableau de variation de

b.
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Partie B

In(L+e *)dx

n
0

La courbe (C) est au dessus de la droite (D) puixtréel,n> 0 doncd , = j

Les fonctions< — In(1 + €*) etx — e *sont continues sur R et pour toutéel In(1 + €*) < e ™ de plusn> 1 donc :

Ina+e“)dxsj

2.

=1-e"doncd,<1-€"<1

0
In(A+e ) dx

e * dx soitd, < [ —e’x}

n
0

n
0

J

In(1+e *)dx

n+1
n

=]

n
0

ma+e”)dx—j

n+1
Iy
La fonctionx — In (1 + €) est continue et positive sur Rg<n + 1 doncj

n—

dn+1_d

n est croissante.

In(1+e *)dx >0 donc la suitel

n+1l
n

La suited, est croissante majorée par 1 donc est convergente.

PartieC

1.

—|©

le coefficient directeur de (T) e&t(0)

t N a pour abscissé= — x et pour ordonnég = f (X)

2
—Xe

3

In(1+¢)—

M a pour abscisseet pour ordonnég

1
=X
3

In(1+6&)—

2
—X=
3

In@@+e™+

2
—X

nu1+é)—3

y’:

- X

x—[ln @+ e )

N ™

In(1+e")-

Le coefficient directeur de (MN) est™— Y

X+ X

Xn ~ Xy
la droite (MN)a le méme coefficient directeur que la droite (Thdda droite (MN) est parallele a la droite (T).
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